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Cuvânt Inainte 


Participând în vara aceasta la The lWighth Marcel Grossmann Meeling 
on General Relativity, organizată in Jerusalem, la Hebrew University, 
am avut ocazia să audiem (printre altele) o foarte interesantă şi nu 
mai puţin “mişcătuare” prelegere ţinută de renumitul fizician Yuval 
Ne/eman, laureat al Premiului Nobel, asupra a ceea ce domnia sa numea 
“norii negri ai fizicii contemporane”. In esenţă, cele mai importante 
concluzii au fost următoarele: 


(i) Ritmul dezvoltárilor fundamentale in matematică şi în fizica teu- 
reticá a fost mult mai intens la sfârşitul secolului XIX si prima 
jumătate a secolului XX decât este acum, la sfârşit de mileniu. 
Practic, cea care a avansat enorm, mai ales in ultimile decenii, a 
fost doar tehnologia ... 


(îi) Dacă este să judecăm cinstit, independent de interesele şi investiţiile 
financiare avute şi respectiv făcute în domeniul fizicii teuretice, 
vom constata că cele mai multe dintre aşa zisele cunostinte fun- 
damentale asupra realităţii şi naturii Universului în care trăim 
provin din Mecanica Cuantică şi Teoria Relativității Generale, 
ambele iniţiate şi apoi puternic dezvoltate în primele decenii ale 
secolului nostru. In comparaţie cu caracterul profund gnoseo- 
logic, amplu confirmat experimental, al acestora, nimic specta- 
culos, cu cel putin aceeaşi durată de viaţă, impact şi aplicabi- 
litate ştiinţifică, nu a apărut în perivadele mai recente. Fără a 
atenta la renumele, cunoştinţele şi forţa spirituală de investigaţie 
ştiinţifică a nici unuia dintre fizicienii contemporani, Ne/eman 
subliniazá doar cá cele mai multe dintre descoperirile. ultimilor 
decenii pot fi explicate in termenii fizicii cuantice, teoriei ein- 
steiniene a gravitatiei si teoriilor gauge. 


(iii) De ce sunt negri morii fizicii contemporane ? 
Fiindcá, nici unul dintre modelele si nici una dintre teoriile formu- 
late in a doua jumátate a secolului nostru nu a primit o confirmare 
experimentalá depliná. "Sá ne intelegem”, cum spunea eminentul 
om de ştiinţă, “este vorba de fundament, de ceva pe care să ne 


gm n rm Prod m doa eta 
& „1  “AStlel, tara a menţiona chiar toate teoriile, nici 
cue Einstein ŞI nici ecuaţiile cromodinamicii cuantice nu au 
lot grin s ati ane tim ce sum, în seg 
ari. nea, vestitul Mudel Stan- 
dard, al campurilor materiale şi interacțiunilor din natură, contine 
aproape 20 de parametri introdusi pur şi simplu pentru ca teoria 
să confirme toate rezultatele experimentale din fizica particulelor 
elementare Şi a energiilor înalte. Este desigur un succes că, având 
nevoie, ca date de intrare, de numai acest set, de parametri, putem 
explica, evalua si mai ales anticipa, aproape toate procesele din 
microcosmos, dar despre originea gi cauza valorilor acestora nu 
stim practic nimic. Nici una dintre teoriile GUT (de unificare 
largă). prin care se incearcă reducerea numărului de parametri 
din Modelul Standard, nu este liberă de probleme majore, iar 
incercarea de solutionare a acestora, in cadrul aceluiasi tip de 
teorii, nu face decât să tot mărească numárul de campuri supli- 
mentare, de higgsoni si de multipleti, incât, pana la urmă. teoria 
devine mult prea complicatá pentru a mai fi aplicată, pierzàndu- 
gi toată *supletea" iniţială. In domeniul teoriilor integrale de 
evolutie a Universului, situatia este oarecum ambigua. Daca in 
urma prelucrării datelor experimentale ale celui mai sofisticat pro- 
gram de explorare la scará foarte largá a Metagalaxiei, experi- 
mentul C O B E, este practic sigur că Natura a preferat un “sce- 
nariu inflationist”, in primele momente planckiene ale nasterii ei, 
nu cunoastem inca modul exact de dezvoltare a “inflatiei spatio- 
temporale". Aceasta lacuna conduce, printre altele, la incertitu- 
dini in estimarea teoretică a amplorii violării parităţii combinate, 
adică a ratei materie/antimaterie in Univers, a numărului de hig- 
Esoni şi a masei acestora, a existenţei şi naturii bosonului “leptu- 
quark” X şi, intr-o perspectivă mai largă, chiar a posibilelor căi 
de evoluţie (wiiloare) a prezentului Univers observabil. 


i UŞI, ar 'd şi "uctiv să păstrăm o linie nega- 
(îv) Totuşi, ar fi absurd şi total neconstructiv să păstrăm : ; 
tivistá pàná la capát. Fizica, in ansamblul ei, pátrunde in secolu 
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XXI cu un bagaj de cunoştinţe enorm, cu date experimentale 
şi observationale foarte bine puse la punct şi cu teorii atât de 
avansate, încât scânteia ce va aprinde Noua Revoluţie va fi cu 
adevărat spectaculoasă. In acelaşi timp, chiar şi din greseli se 
pot învăţa o mulţime de lucruri; cel puţin ştim, în urma unui 
conjugat efort ştiinţific internaţional “de ce nu merg” teoriile ac- 
tuale, le cunoaştem punctele sensibile şi există “câteva idei” (deloc 
vagi, doar insuficient fundamentate) de remediere a deficientelor. 
Astfel, la confluenta geometriei cu fizica, a apărut un subiect 
nou de investigaţie, extrem de promiţător, reprezentat de aşa nu- 
mita “Teorie a 4-varietátilor". Primele aplicaţii ale sale nu s- 
au lăsat mult aşteptate: tuate cele cinci tipuri de superstringuri, 
singurele posibile (dupa cum se poate demonstra), pot fi unificate 
într-o teorie “mai largă”, de dată foarte recentă (796 - 197), numită 
“Teoria M” (de la “membranes”) cu care vom păşi, cu siguranţă, 
în mileniul III. Potenţialul ştiinţific al acesteia este încă nebănuit, 
ea conţinând (cum spuneam) toate tipurile de teorii superstring 
şi, dacă se va dovedi “liberă de singularitàti", vom avea, proba - 

bil, cea mai mare şansă şi cele mai indreptatite speranţe de desă- 
vârşire a visului lui Einstein, al Marii Teorii Unitare. 


Până atunci, parafrazând ugor mesajul laureatului Nobel, “să lăsăm 
Geniile să lucreze, iar nui, oamenii obignuiti, să cládim numai pe temeli- 
ile solide ale muncii lor ...” 

Aceasta este şi intenţia noastră în prezenta lucrare pe care, cu mo- 
destie, o supunem atenţiei cititorului. 

In încheiere, dar nicidecum la urmă pe firul simtirii noastre, dorim 
să aducem cele mai calde mulţumiri profesorilor noştri, părinţilor gi mai 
ales, sub aspectul colaborării ştiinţifice, domnilur Prof. Dr. Gheorghe 
Zet, Prof. Dr. Ivan Gottlieb, Acad. Prof. Dr. Doc. Radu Miron şi . 
Conf. Dr. Gheorghe Maftei pentru adevăratul sprijin “de suflet” pe 
care ni l-au acordat, în căutările şi în formarea noastră, fără de care 
această carte nu ar fi văzut lumina tiparului. 


laşi, 6 August 1997 Ciprian. şi Marina- Aura Dariescu `. 
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Capitolul 1 


MODELE COSMOLOGICE 
CU SPATIU BAZA S xR 


1.1 Aparatul matematic 


Dezvoltarea unor teorii gauge pe o varietate spatio - temporală cu timp 
ortogonal şi hipersuprafete de gen spatial compacte X? x R, în particular 
S? x R, impune prezentarea succintă a unor noţiuni de grupuri şi algebre 
Lie [1], precum şi a unor elemente de geometrie diferenţială cum ar fi: 
fibratul principal şi fibratul tangent, conexiunea liniară, tensorul de 
curbură, ecuaţiile de structură Cartan, conexiunea Levi - Civita etc. 
[2-5]. 


1.1.1 Grupuri si algebre Lie 
Fie (G, +) un grup continuu, sau un grup Lie, unde 
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æ G este o varietate diferentiabila şi 


* G este un grup cu operația de compunere +, cate este o aplicaţie 
diferentiabilá a lui G x G in G. 


Vom nota coordonatele elementului a € G prin a“, unde indicele a ia 
valori discrete. Coordonatele elementelor grupului formează varietatea 
grupului. Functionalele (a +*b)* sunt diferentialile în raport cu a? şi b7, 
Va,b € G. ; ; 


Introducem acum 
* translatia la stanga a lui G, prin elementul a 
La i: G—G 
Lr) = awr, VrEG (1.1) 
e translatia la dreapta a lui G, prin elementul a 


Ra z GG 
R(x) = r*a, VzeG ` (1.2) 


* conjugarea, prin elementul a, ca un automorfism intern al lui G 


Co GG 
Calz) = a*z*a',Vre€G (1.3) 


Observații gti i 
1. Un vector X definit pe G se numeşte stâng | (eae) invariant 
dacă el este invariant la toate translatiile Na(Ra). « EG, cum 
La(X) = X ( respectiv Ra(X ) = X). Un vector stâng (drept) 


invariant este diferentiabil. 
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^ Yn + . . . y 
2. Sferele S" nu sunt grupuri Lie, cu excepţia lui n = 1 sin = 3. In 


cazul nostru, sfera S? este grup Lie. 


3. Orice grup Lie este o varietate paralelizabila. Reciproca nu este 
adevărată. 


Definim algebra Lie G a grupului Lie G ca fiind mulţimea, tuturor 
vectorilor” stâng invarianti pe G, prin (G, [, ]), unde 


e G este un spaţiu liniar, 


*[.]:9x*9 
(X, Y) — [X, Y] cu proprietăţile: 


— Í, ] este liniar în ambele argumente, 
— |, ] este antisimetric, adică 

Pd eese 
— [, ] satisface identitatea Jacobi 


P 4X6 ZIl os 0 
cicl(X,Y,Z) 

G este izomorf cu spaţiul tangent T.(G) în elementul unitate, e, al 
grupului G. G este o subalgebra Lie, de dimensiune n (n = dim G) a 
algebrei Lie a vectorilor Y(G). 

Fie (X,),-1 baza algebrei Lie 


“Di, Xj = Cx, Vii = Ta (1.4) 


unde constantele de structură Cj au urmátoarele proprietàti : 
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* C este un tensor de tip (1,2) 
* C este antisimetric in indicii de jos 
ES YA ERĂ MAA. 
Ci = =C; P Vi, J, k = 1,n (1.5) 
e identitatea lui Jacobi 


She SOG (1.6) 


cicl(i,j,k) 
Definim aplicaţia exponențială 
a(t) = exp(tX), Yt (1.7) 


Coordonatele a*(t) definesc o curbă pe varietatea grupului, tangentă la 
vectorul (X?) în t = 0. Mulțimea punctelor acestei curbe, pentru un 
X dat, formează un subgrup abelian, uniparametric. a(t) este o curbă 
unică in G, asociată lui X. Acţiunea grupului G la dreapta, definită 
prin (1.2), determină atribuirea unui câmp vectorial X*, indus prin 
aplicaţia exponențială (1.7), fiecărui element X € G. 

In continuare, să introducem noţiunea de reprezentare. 

Fie G un grup Lie de dimensiune n şi G algebra Lie asociată, 


dim G = dim G = n. Definim grupul matricilor 
GL(n,R) = (A € M(n,R) | det A # 0} (1.8) 


Algebra corespunzătoare acestui grup va fi notată prin gl(n, R). 


„O reprezentare a grupului Lie, G, este o aplicaţie 


pi: GGL 
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iar o reprezentare a algebrei Lie, G, este aplicatia 


0:98-8gl 


Practic, elementele grupului G L(n, R) pot fi privite ca transformări ale 
unui set de variabile reale fi 


fir = Aa) f? (1.9) 
cu proprietăţile: 


a) Ate) = 6 
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b) A(axb) = Ala). A(0) (1.10) 


Considerăm variabilele f* ca fiind coordonatele unor puncte care formează 
o varietate diferentiabila. Această varietate poate fi dotată cu o metrică 
naturală, denumită metrică invariantă, cerând ca aceasta să fie invari- 
antă la transformările determinate de generatorul infinitezimal. Pentru 
grupul G se construieşte reprezentarea adjunctă, prin (ad a)z = Ca(z) 
dat de (1.3). In ceea ce priveşte algebra Lie, G, reprezentarea adjunctă 


corespunzătoare se introduce prin 


Ad : 9 gl 
Adx(Y y e pepvg ob oi (121) 


Enuntám urmátoarea proprietate (fara demonstratie). 
c^ X) = adeX , V X eg (1.12) 


Deoarece vom lucra cu grupuri Lie semisimple, vom introduce un 


criteriu de caracterizare a acestora. Un grup Lie este semisimplu, daca 


şi numai dacă algebra sa G este semisimplá. 
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Fie {Xi hta baza algebrei g. Construim forma Killing 


Bo gig =P. 
prin 
B(A Xj) = By = gl, 7ji (1.13) 
Dacă det Bj; #0, atunci G este semisimpla, 
Exemplul 1 


Considerăm grupul Lie cu trei parametri: 
SO(3,R) = (A e GL(3, R)| AT. A= 1s, det A=1} (114) 
Algebra Lie corespunzătoare este 
[Xi, X3] = X3 
-[Xo, X] = X 
[Xs, X1] X» (1-15) 


Forma Killing 
Bi E 26; (1.16) 


arată că grupul SO(3, R) este semisimplu. 


1.1.2 Elemente de geometrie diferenţială 


In cele ce urmează, vom prezenta, foarte succint, noţiunile de fibrat, 
fibrat principal şi fibrat vectorial [5]. 

Definitia 1.1 Se irode spațiu fibrat diferen(iabil local trivial un cinci- 
uplu (E, 7, M, F, G) în care M este o varietate diferen(iabild, v : E — 


M este o surjec(ie gi sunt verificate condițiile: 
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a) M poate fi acoperită cu o familie de deschişi U, V, W, ... astfel că 
pentru orice deschis U din familie existd o bijectie pu : m~! (U) > 
U x F si n(ou! (v,y)) =2, x € U, Vien 


b) DacăzeUnvy $$ pu : 1 (U) 2 U x F, pv: T (V) —V xF, 
atunci Qv, © Py»: F — F este egal cu Lo, g € G. Prin puz s-a 
notat restric(ia bijectia yy la T (x). Vom identifica Pvz 9 QU. 
cu elementul g din G. - 


c) Aplicația guy : UNV — G, data de gyu(x) = Pvz o Qui este 
diferentiabild. 


Pentru spaţiul fibrat (E, v, M, F, G) se dau denumirile: 
e E este spatiul total, 

e M este spatiul bazá, 

e 7 este proiectia lui E pe M , 


e F este fibra tip, 


grupul Lie, G, este grupul structural. 


Definiţia 1.2 Spaţiul fibrat (E, n, M, F, G) se numeşte fibrat princi- 
pal dacă fibra tip F coincide cu grupul structural G şi acțiunea lui G 


pe G este dată de translatia la stânga L,(a) =g*a, g,a EG. 


In cele ce urmeazá, vom nota fibratul principal cu P(M, G), sau simplu 


cu 7. 
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Pentru fiecare a € M, n“ ! (m) este o subvarietate închisă a lui P, nu- 


mită fibra pe x. Prin acţiunea la dreapt 
u din P, 


a a grupului G asupra punctului 


T(x): Ralu)=uxa, ae G 


se va obţine un set de puncte care alcătuiesc fibra prin u. Fiecare fibră 
este difeomorfă cu grupul G. 

Fibratul principal este local trivial. Adică, fiecare punct z € M are 
o vecinătate U astfel încât v^ !(U) este izomorf cu produsul cartezian 
U x G. Fibratul principal P = M x G se numeşte fibrat trivial. 

O clasă importantă de spatii fibrate, cu mare aplicabilitate în fizică, 


este cea a fibratelor vectoriale. 


Definiţia 1.3 Se numeşte fibrat vectorial un spaţiu fibrat diferentiabil 
(E, v, M, F, G) în care F este un spaţiu vectorial, iar G este un grup 


de automorfisme ale lui F. 


Vom considera numai fibratele vectoriale in care F = R™ şi = 
GL(m, R). Reuniunea planelor tangente la toate punctele P de pe 
varietatea M, 


T(M) = UTp(M) (1.17) 


formează fibratul tangent al varietatii M. Obiectele sale sunt vectorii 

i 2 iniar independenţi şi formează o bază 
tangenti Xp. (27), (cim) uny liniar indep nt aa 
în Tp(M), numită bază de corrdonate sau bază canonică. Dac 


este o varietate diferentiabila, de dimensiune n, atunci T(M) sie o 
coordonatele punctului P 


„an, €!,...,€") coordonatele locale 


varietate de dimensiune 2n. Fie (z!,...,2") 
de pe varietatea de bază şi (mina: 
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pe fibratul tangent, induse de coordonatele locale pe varietatea de bază 


^ 1 0 
Xp mg inii). (1.18) 


Acum putem defini fibratul cotangent al varietátii M. Sistemul 
(dai lits formeazá o bazá pentru spaţiul vectorial dual tangent T'A( M). 
Un element al spaţiului liniar T4(M) este vectorul cotangent 

0 = 0;(da*) p (1.19) 

Reuniunea dupa P a tuturor spaţiilor TA(M) formează fibratul cotan- 
gent al varietatii M. 

Fie P(M,G) un fibrat principal. Pentru fiecare u in P, fie T,(P) 


spaţiul tangent in u la P. Gu reprezintă subspatiul lui T,(P) constând 


din vectorii tangenti la fibra prin u. Avem următoarea sumă directă 
Ty(R) = Gut Qu (1.20) 
unde G, este numit subspatiu vertical, iar Q, subspatiu orizontal al lui 


Tu(P). 


Orice vector X € T,,(P) poate fi scris, in mod unic, ca fiind 
X=V +H (1.21) 
unde V este un vector vertical, iar H este un vector orizontal. Practic, 
prin vectori verticali, V, vom înțelege vectorii care acționează în lungul 
aceleiaşi fibre (ca si grupul G). Pentru o bază oarecare, {Va }a-Tm putem 


scrie V = K°V, cu 


[Va, Vo] = Ca Va (1.22) 
Baza {V,} poate fi exprimata in functie de baza locala 


0 .23 
j= an (1.23) 
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unde gi! sunt coordonatele elementului g € G, prin 


Va = Bid; (1.24) 
Exemplul 2 


Fie G grupul matricilor nesingulare (1.8) cu elementele (g) şi fie 
Gala = 1,n) un set de matrici, satisfücánd relațiile de comutatori 
(1.22). Exprimăm baza Cartan {Va} sub forma 


ð 
Va = Gi gri z— Boc (1.25) 
J 


unde gi; sunt elementele matriciale ale lui g € G. Intr-adevár, 


t t E] ð 
[Va, Vi] = ; Gaj Iki Ogri ) Gim Ipm Ogys 
; ð 
= (Co) Gam pm > = Ct Va (1.26) 


Ogpi 
Demonstrám cá V, dat de (1.25), acţionează asupra funcţiei f(x, g) la 
fel ca si grupul G, adicá 


e f(r,g) = T f (a. g) 


(+ + CG. gas Zr = 
S: f (ae eae Gigi) > f (a, 93; G +EGÀ)) A 
F(a) (1.27) 


 Atribuim fiecărui u € P subspatiul Qu, diferentiabil, si introducem 
P — M induce o aplicaţie liniară T 


conexiunea I; Proiectia 7 : | 
Convenim sá notám aceastá aplicatie tot cu T, 


m: NIP) 9 (M) 
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pentru fiecare u € P, unde a = m(u). Pentru o conexiune dată, 7 
aplică subspatiul orizontal Qu izomorf în T,(M). Liftul ohizontăl al 
unui câmp vectorial X pe M este un câmp orizontal unic, /, în P, 
care se proiectează in X : 


"(H,) = m(u) (1.28) 
pentru fiecare u € P. Fie (z^) un sistem local de coordonate, într- 
o vecinătate U, în varietatea de bază M. Fie /I, liftul orizontal in 
7 '(U) al câmpului vectorial X, = 22; = 0, din U. Atunci, (II,) 
formează o bază locală în spaţiul Q, din 7^!(U). Vectorii {H,,} sunt 


liniar independenţi şi comutá cu vectorii V, 


[Aus A =0 (1.29) 
Este valabilă relația 
H, = 0, — Al (1.30) 


Spre deosebire de {V,}, care corespunde actiunii grupului la dreapta, 
(la) corespund acţiunii grupului la stânga. 
Dacă varietatea M este curbă şi se lucrează cu baza rigidă (e,), 
atunci (1.30) devine 
Hy, = e, — Atle (1.31) 
In pe unitate g = eal grupului G, H,, acţionează asupra funcţiilor 


din fibrat w(x, g) ca o derivată covarianta 


Apa, 9)lo=e = D(z) = (e, — An Ka) (x) (1.32) 
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Exemplul 3 


Considerăm vectorii la de forma 


ulita 
lL, Gila 
Acţiunea elementului de grup asupra unei funcţii f (z", g) este 
et" f (a^. g) CEN et” CD ir f (aH, g) za 
MARS i pe 
k ars Chee $3 f(2",g) = f(z, g" + € Gig) 


f z^, (6 + €*Gi9g^| = fla", (&*) g 


In incheiere, vom introduce, intr-o manierá pedagogicá, cáteva notiuni 
de geometrie diferenţială, cum ar fi cele de conexiune liniară, derivată 
covariantá, tensorul de curburá, 1-formele de conexiune, ecuatiile Car- 


tan etc., absolut necesare pentru parcurgerea capitolelor urmátoare. 


Fie P(M,G) un fibrat principal si p o reprezentare a lui G in 
GL(m, R). Fie E(M, R^, G, p) fibratul asociat cu fibra standard R™, 
ioneazá prin p. Numim E un fibrat vectorial real peste M. 


pe care G act 
z € M alui E are o structura de spatiu vectorial. 


Fiecare fibră Tp (2), 
Fie F(M) inelul funcţiilor diferentiabile pe M si fie E, F - modulul 


sectiunilor diferentiabile o : M — E ale lui E. 


1.4 O lege de derivare pe E sau o coneziune liniară în € 
x € — E, notată cu (X, p) ^ Dxe 


Definitia 
este o lege de compoziţie D:X(M) 
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care asoctază perechii (X, p) o secțiune Dxq a lui E, astfel încât sunt 
îndeplinite conditiile: 


(i) D este F - liniară în raport cu câmpurile vectoriale, adică 


Dxyvp = Dxp+Dyp, X,Y € X(M), pe€ 
D;xp = fDxo,Xe€X(M),ve&, fer (1.34) 


(îi) D se comportă ca o lege de derivare (de tip special), adică 


Dx(e +4) ve Dx RE Dx, X € (M), p, Y EE 
Dx(f¢) fDxe + df(X)p, X E X(M), pEE, fer 
(1.35) 


(iii) operatorul D este un operator local. 


Definitia 1.5 Pentru o lege de derivare, definitd pe fibratul vectorial 


E peste M, curbura sa este 


R(X,Y) = Dx Dy EY Dy Dx ee Dixy) E (1.36) 
Considerám cámpul vectorial X pe M, in baza toa 
220) 
NE videa 1.37) 
x ( 


şi fie p = q^s,(a = 1,n) o secţiune diferentiabil a lui E. Utilizànd 


Definitia (1.4), vom obtine: 


(99 a 1.38 
Dx = Dx:ojox (psa) = X b + Dojoxisa) (1.38) 
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AJ * ^] + ^. * + 
Definim coeficienții de conexiune prin 


Dajaxi8a = I S (1.39) 
si avem 
i Oy? 
Dx m [S uq pet) a i 
xe X (55 + Tep ) 8 (1.40) 


Definiţia 1.6 O coneziune liniară pe varietatea M este o lege de derivare 
în fibratul tangent T(M) al lui M : 


V : X(M)x X(M) > X(M) 
(X,Y) > VxY (1.41) 


care satisface proprietăţile: 


(i) Vx(¥i+ Ye) = VxYi + VxYe 
(ii) Vx(fY) = fVxY + (Xf)Y 
A (Gi) Vieh OPV VEY 
Go) Vict FE (1.42) 


Forma de curbură se introduce, ca în (1.36), prin 
R(X, Y)Z => Vx(VvZ) ar Vy(VxZ) 22 Vixy|Z (1.43) 
Definiţia 1.7 Torsiunea coneziunii liniare pe M este aplicația 


T : X(M) x X(M) > X(M) (144) : 


datá de expresia 


T(X,Y) = VxY - VyX - [X,Y] (1.45) 
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Exprimăm câmpurile X şi Y în baza locală là = fa) astfel 
Or : dm j 
X = X8, 
Y = Y/6; (1.46) 
şi introducem notatia 
Vo, = V: (1.47) 
Expresia (1.40) devine 
VxY = X' (ay? +Thy*)a, (1.48) 
unde am notat 
V:0; = TY, (1.49) 


In particular, dacă X = {0;}, vom es pentru (1.48), expresia 


uzuala a derivatei covariante 
Vives = 16) E ai (1.50) 
componentele tensorului de curbură se obţin, din (1.43), ca 
R(0;, 0;)O, = (0,1; — OP + Dle — Tals): , (1.51) 
iar componentele tensorului de torsiune, se obtin din (1.45), ca fiind 
T(8, 0; = (I5, — 15)8, (1.52) 


Definitia 1.8 O varietate diferentiabild, de dimensiune m, se numeşte 
paralelizabilă, dacă pe ea sunt definite m câmpuri vectoriale, Ses Amu 
care formează un câmp de repere ale lui T(M), peste toată varietatea 


M. 
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Observaţii 


l. Dacă M este paralelizabilă, atunci orice câmp Y are o descom- 
punere globală Y = YX, 


2. Grupurile Lie sunt varietăţi paralelizabile. 


3. Nu orice varietate diferentiabilá este paralelizabilă. 


(De exemplu, sfera 52). 


Exemplul 4 
Sfera S, definită ca mulţimea punctelor din R cu distanţa până la 


origine egală cu unitatea, 


SS t S 1 x’, z’, g^) € Ri (a!)? at (c2)? ak (a3)? 4t (a*)? = 1} 
(1.53) 

este o varietate paralelizabilă. In orice punct al lui S*,v om defini trei 
câmpuri independente, (Xi, X5, X3}, prin 

Xi = 2*0, T x Op = 2203 = 2104 

X» — —436, + 2*0, + 203 = xn 

Xs = 220; — 210) + 2°03 — 2304 (1.54) 
tangente la sfera $3 şi satisfăcând algebra 

[X1, Xo) = 2X3 


a] > 2% 
[Xs Xi = 2X (1.55) 


AA (1.56) 
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Definim conexiunea liniará pe varietatea S? ca fiind 
VAB = A'(X;B1)X, (1.57) 
In raport cu conexiunea (1.57), vectorii bazei au proprietatea 
Vx,X; = 0 (1.58) 


Câmpurile tensoriale de curbură şi de torsiune, calculate cu ajutorul 


formulelor generale (1.43) şi respectiv (1.45), au expresiile 


respectiv 


T(X;, X;) = = Di, Xj] = —2e5.X" (1.60) 


şi ne arată că pe sfera S? se poate defini o conexiune liniară de curbură 
nulă, fără ca torsiunea să fie nulă. 
In cele ce urmează, vom exprima relaţiile (1.43), (1.45) si (1.48) 


într-o bază rigidă (OS) , satisfăcând algebra 
[es e] = Chea (La) 
şi având duala {w*},_7, dată de 
THO = O (1.62) 
Tensorul de curbură (1.43) devine 


R(ec, ea)ep = Ruaea = Ve(Vaeo) — Val Vee) — Vie; eal = 
= (Pye — Peja + TEDR — TiePew — FROS) es 


(1.63) 
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unde am introdus notatia 


Ye = e(Y?) (1.64) 
iar tensorul de torsiune, (1.45), are forma 
RE €) za aet = Va — Vies — lea, e] = 
= dE Dae Cs ie: (1.65) 


în care, cu IS, s-au notat 


ess = Vie = [ez (1.66) 
şi respectiv 
Vaw” = Is B (1.67) 
Expresia (1.48) capătă forma 


VxY V xae, (Y*e;) = 


Keyl, L Xna e u bey. (1.68) 
Vectorii bazei rigide (1.61) si vectorii bazei duale (1.62) pot fi exprimati 
în baza canonică (0i); 7; si duala sa, (dz*), astfel 
Ca = e ô; 
w? = wdz (1.69) 
Aplicăm operatorul diferenţială exterioară celei de a doua ecuaţii din 


(1.69) si avem 
du? = wld" A da? (1.70) 


Utilizând formulele (1.66), rescriem termenii în baza w? Aw, (b < c). 


Definim acum 1-formele de conexiune, prin 


ipa ES TP wS (1.71) 
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21 
şi 2-forma de torsiune 
Te ss To A die (1222) 
şi obţinem ecuaţiile de structură ale lui E. Cartan: 
du^ + Ti Aw? = ;T" (1:73) 
a a e 1 a c 
ars, RE MATS = 2 Fc ^ ur (1274) 


Definitia 1.9 Se numeste lege de derivare riemannianü sau coneziune 
riemanniand, pe un fibrat vectorial E, dotat cu o metrica.y,, o conexiune 
liniară D pe E, astfel încât derivata covariantă a lui) an raport cu D 
este nulă, 

Dn = 0 (1:75) 


Teorema 1.1 Pe orice varietate diferentiabild există o structură 'rie- 


manniană. 
O structură riemannianá pe M este dată de un jprodus scalar jpe 
fibratul tangent T(M). Exprimând vectorii X şi Y im baza locală, 


adică 


X “a X0; 
Y = Y? 0; © (1:76) 
produsul lor scalar va fi 
g(X, Y) = gy XY? (1:77) 


unde am introdus notatia 
| (1.78) 


Jij = (8i, 8j) 
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Printr-o ied ri ianà 
i : metrică riemannianá, vom înțelege un câmp tensorial co- 
variant simetric, pozitiv definit, de ordin 2, 


Componentele contravariante ale lui g se definesc prin 


gi = g(da* , da) (1.79) 

cu 
Gg" 15 (1.80) 

şı 
Qu = Ii (1.81) 


Metrica unei varietăţi riemanniene (adică o varietate diferentiabilá 
înzestrată cu o metrică riemanniană) este legată de pătratul elementului 


de distanţă între două puncte infinitezimal vecine, pe varietatea dată, 
ds? = gj; da‘ da? | (1.82) 


Teorema 1.2 Pe orice varietate riemanniand M există o conertune 


meirica de torsiune uy unică. 


Această conexiune metrică, simetrică, se rosie conexiunea Levi - 


Civita şi, exprimată în coordonate canonice, are expresia 
1 
9 (r$8., dx) = 3 (9x + jIin — Oxgis) (1.83) 


Pentru câmpurile vectoriale X, Y, Z pe M, avem următoarea ex- 


presie generalá 


g(Vx¥, 2) = ză 2) + YOX, 2) - ZOXY) + 


+ a Y), Z) + az, X), Y) - e(l, 2,4) 
(1.84) 
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Tensorul Riemann de curbură este un cámp tensorial, de or dinul 4, 
definit, în fiecare punct x € M, 


R (X3, Xə, Xa, X4) : T.(M)xT(M)xTz(M)xT;(M) = R (1.85) 
prin 

R (Xi, Xo, Xs, X4). = g(R(Xs, X4) Xo, X1), Xe T,(M), i 2 1,4 
Daca Ri sem şi gi; sunt componentele tensorului de curbură şi ale ten- 


sorului metric, in raport cu un sistem de coordonate locale, atunci 


componentele Rijkm ale tensorului Riemann de curbură sunt 
Rijtm = Jis Riem (1.87) 

Daca M este un spatiu de curbura constanta, k, atunci avem 
Rijkm = k (GikGjm — JjkJmi) (1.88) 


Câmpul tensorial covariant de ordin 2, numit Ricci şi notat cu S, 


se defineste pe o varietate riemanniana M, ne 


SX, Y) = Soo (RV XY, V) = Y; RU Y, V X) (189) 


i=l t=1 
unde X, Y € T,(M) si Mes -++, Vn este o bază fostei aa în T,(M). 


Notând componentele tensorului Ricci cu Rs 
Rjs = 9" Rijke (1.90) 
putem scrie curbura scalară, în termeni de g" şi Ri; sub forma 


R= gH? Ry (1.91) 
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Intr-o bază oarecare {ea} ( 
aj; 1.61), cu dual a : : A 
Christoffel au expresia e lafimbolorile fui 


1 
To. m xe loss + GJsalb — ab|s + 
Coad + Cosa — Cars} (1.92) 


In capitolele următoare, vom lucra preponderent într-o bază {ea} 
pe varietatea S?, rigidă. In acest caz, componentele g,; fiind constante 
(1.92) devine | 

1 
re = 37^ (Casa + Cosa — Cass) (1.93) 


fiind exprimat doar în funcţie de constantele de structură ale algebrei 
Lie (1.61). 


1.2 Universul Einstein 


In acelaşi an, 1917, în care desávárseste formularea Teoriei Relativității 
Generale, Albert Einstein are o a doua idee revoluţionară (în acest 
domeniu) şi anume deducerea, pe baza unei modelări rezonabile, a unei 
soluţii exacte a ecuaţiilor sale, valabilă la scara întregului Univers. 
Caracterul original al acestei idei constă în faptul că era pentru 
prima oară când se încerca elaborarea unui cadru teoretic, ferm şi ex- 


trem de modern pentru vremea aceea, al unei noi ramuri a fizicii (sia 


ştiinţei în general) numită Cosmologie. 

Dacă unora dintre cititori această afirmaţie 
cum hazardată, trebuie să amintim că, în ac 
era bine consolidată iar în Astrofizică se fă 


le poate părea oare- 
ei ani, deşi Astronomia 


ceau progrese însemnate, 
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nivelul înţelegerii conceptuale gi mai ales relational - predictibile, a 
structurii de scară largă a Universului observabil, era încă în stadiul 
quasi - cosmogonic, iar încercările de extrapolare ad litteram a legii 
atracției universale la scară megagalacticá nu au condus decât la o ge- 
rie de paradoxuri “stanjenitoare” ce indicau imposibilitatea înţelegerii 
clasice, pre - einsteiniene, a Universului ca întreg. Dintre acestea, cele 
formulate de Seelinger şi Olbers erau, prin consecinţele lor, cele mai 
grave. Intr-un univers minkowskian, absolut plat, deschis şi infinit în 
spaţiu şi timp, o distribuţie continuă, nelimitată şi quasi - uniformă de 
substanţă (radiantă) ar fi produs tensiuni gravitaționale (de tip new- 
tonian) infinite pe frontiera oricărei structuri materiale, împreună cu 
o luminozitate infinită, ce pur şi simplu ar fi “sfărâmat şi pârjolit”, 
pana la eventualii constituienti elementari, orice agregat complex ce 
s-ar fi dorit macroscopic stabil. Era nevoie de un punct de vedere cu 
totul deosebit, fizic si nu mai puțin, filozofic, asupra proprietăților ge- 
ometrice ultramacroscopice ale spațiu - timpului, ca baza a realității 
fizice, care să elimine aceste două paradoxuri. Aici contribuţia lui Ein- 
stein a fost, atât calitativ cât şi cantitativ, esenţială, cu predictibilitate 
ştiinţifică. completă (în cadrul modelului de univers elaborat) şi cu pri- 
oritate absolută, în ceea ce astăzi numim Cosmologie Relativistă. Pe 
lângă Principiul Cosmologic, conform căruia spaţiul fizic tridimensional 
trebuie să fie omogen şi izotrop la scară largă, adică, la o epocă dată, 
să arate la fel din orice punct al său şi pe orice direcţie ar fi privit, şi 
principiul lui Weyl care afirmă că, la scară foarte largă, timpul nu este 


afectat de prezenţa materiei, Einstein mai introduce încă două ipoteze: 


e spaţiul fizic, în loc să fie plat, este de curbură constantă pozitivă 


şi 
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è i NEN 
la nivel megagalactic, intreaga materie (din Univers) pare a fi 
"n t sayy A ` . 
etezită , având aspectul unui fluid perfect, de presiune nulă 
A J 
in repaus S itui 
paus peste tot, ce are drept constituient elementar (precum 
moleculele într-un fluid obişnuit) galaxia. 


Nu vom discuta aici dacă astăzi aceste ipoteze mai sunt valabile. Ca 
un răspuns scurt, desigur că nu; dar analiza detaliată a felului în care (şi 
a motivelor din care) ele au fost modificate şi reactualizate ar reclama 
elaborarea unei lucrări de dimensiuni (absolut) respectabile ce ar tre- 
bui să cuprindă activ (cu calcule şi rezultate concrete) aproape toate 
domeniile fizicii contemporane. Ceea ce dorim este să familiarizăm, 
fizico - matematic, cititorul cu acest cel mai simplu model de Univers 
(relativist) care, orice s-ar spune şi oricum ar fi privit, stă la baza celor 
mai multe cunoştinţe actuale. 


Aşadar, să analiză mai întâi necesitatea ipotezelor. 


1. De ce Principiul Cosmologic ? 

Aici, cel puţin sub aspect filozofic şi nu de puţine ori metafizic, 

povestea este foarte veche. Incă de cu mult înaintea erei noastre, 

au existat vizionari ce au susţinut, în scrierile lor, că Pământul, 
ca şi restul corpurilor cereşti, sunt simple “graunte materiale” 
călătorind prin spaţii abisale, purtate de un principiu unic, cum 
ar fi, în filozofia hindusă, cel al desăvârşirii acţiunii (a karmei) sau, 
in taoism, cel al intoarcerii la (si unirii cu) vidul tuturor vidurilor. 
postularea uniformitátii proprietăţilor globale 


De aici şi până la 
ât un pas. Oricum, datorită 


ale acestor (meta)structuri nu era dec 
necesităţii formulării lor într-un cadru matematic bine definit, 
e milenii. Mai apoi, după stingerea eu- 


omenirii i-au fost necesar 
entrismului, a început aven- 


pozitivismului primitiv al geoc 


foriei 
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tura heliocentrismului, a fost enuntata “pluralitatea lumilor”, s-a 
introdul un concept fundamental, cel de inerție, iar marele New- 
ton defineşte, pentru prima oară în fizică, e drept cu caracter 
clasic şi dintr-un punct de vedere pasiv, (în sensul neinteractiunii 
cu materia), conceptele de spaţiu şi timp. Datorită caracteru- 
lui euclidian al primului concept, acesta poseda, în mod evident, 
proprietăţile de omogenitate şi izotropie. In ce priveşte al doilea 
concept, timpul, acesta este definit, de la bun început (în fizica 
clasică), drept o măsură a duratei unui fenomen, ca un parametru 
monoton crescător (de la trecut spre viitor) ce variază întotdeauna 
uniform, independent de poziţia sau starea de mişcare a oricărui 
observator şi de asemenea, independent de conţinutul material 
al Universului. Desigur, valabilitatea acestei definiţii ( a tim- 
pului) a fost mai întâi infirmată în cadrul Teoriei Relativității 
Restrânse, pentru cazul sistemelor inertiale, iar mai apoi com- 
plet spulberată, sub aspect general, în cadrul Teoriei Einsteiniene 
a Gravitatiei (Teoria Relativității Generale), în cazul sistemelor 
de referinţă manifest neinertiale. Revenind la spatiul tridimen- 
sional, cea care surprinde matematic semnificaţia fizică a pro- 
prietatilor de omogenitate gi izotropie este matematiciana ger- 
mană Emmy Neother care demonstreaza, in teoremele ce-i poarta 

numele, că omogenitatea spaţiului, strâns legată de invarianta 
la translatii a unui sistem fizic, exprimă legea conservării im- 
pulsului, iar invarianta la rotații, adică izotropia Span S 
primá legea conservárii momentului cinetic (orbital). In privinţa 


o 
legii de conservare a energiei, ea demonstrează că aceasta este 


ca să 
consecinţă directă a scurgerii uniforme a timpului, Aşadar, 
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concluzionám, Principiul Cosmologic este necesar, pe de o par 
pentru inláturarea caracterului pozitiei speciale a Kin x 
tor, sau existenta vreunei directii privilegiate in Univers, iar pe de 
altá parte, pentru a statuta valabilitatea legilor de conservare ale 
impulsului si momentului cinetic, in orice punct al spatiului tridi- 


mensional (nu neaparat plat) privit ca 3 - suprafaţă de foliere, la 


timp cosmic constant, a intregului Univers. Sá trecem la a doua 
ipoteza. 


De ce Principiul lui Weyl ? 

Aici, din punct de vedere fizic, raspunsul nu mai este atat de 
tranşant ca în cazul primului principiu. Pe lângă ideea, conservării 
energiei în orice punct; al Universului, care necesita în baza celei 
de a treia teoreme a lui Noether, o curgere uniformă a timpului, a 
fost pur şi simplu supoziţia lui Einstein că într-un spaţiu omogen 
şi izotrop, umplut uniform cu “materie netezita”, în repaus global, 
timpul nu poate fi decât o dimensiune suplimentară, plată şi or- 
togonală celor trei dimensiuni spaţiale, exact ca în cazul Univer- 
sului Minkowski. Se cer acum câteva precizări. In primul rând, 
dacă timpul nu ar fi fost ortogonal celor 3 - suprafeţe spaţiale, 


atunci ar fi existat; în metrică termeni de forma 


ds? = c 2g,4da" dz ago M 


oo 


pentru dimensiunile spatiale, care exprimă întotdeauna rotatiile 


active. Cu alte cuvinte, întregul Univers $i 
, in rotatie. Aceasta presupune existenţa 


cu atât mai mult cel 


observabil, s-ar fi aflat 
unei direcţii privilegiate, 


ce contrazice primului principiu, 


fizic desemnată de axa de rotaţie, ceea 


în sensul violării izotropiel. In al 
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doilea rand, dacă direcţia temporală nu ar fi plată, adică dacă (44 
'Á gan, 


in loc sá fie —1, at depinde, de exemplu, de coordonatele spatiale, 
atunci gaa, (cu u = 1,3) ar exprima euristic intensitatea câmpului 
gravitational în lungul coordonatei z^ gi deci, orice particulă test, 
în loc să-şi conserve impulsul, cum cere Principiul Cosmologic 
prin proprietatea de omogenitate a spaţiului, s-ar mişca accel- 
erat după această direcţie. In fine, dacă metrica nu ar fi statică, 
(adică gus = 0 şi gi, cu i,k = 1,4, complet independenţi de 
timp) atunci gravitatia întregului Univers, împreună cu materia 
ce-i dă naştere, s-ar afla într-o continuă evoluţie, ceea ce contraz- 
ice ipoteza fluidului perfect în repaus global, făcută de Einstein. 
După cum aveau să arate cercetările teoretice şi observaţiile as- 
tronomice de scară largă (ulterioare anului 1917), exact acesta a 
fost principalul punct slab al modelului. Dar, pentru moment, să 


continuăm cu 


De ce spaţiu de curbură constantă pozitivă ? 

De data aceasta, răspunsul este cât se poate de clar. In primul 
rând, se ştie din geometria diferenţială că, dacă o varietate rie- 
manniană n - dimensională posedă un grup de mişcare ninth) - 
dimensional, adică este omogenă, cu un subgrup ortogonal pro- 
priu, nn - dimensional, care este grupul de izometrie, atunci 
varietatea respectivă este de curbură constantă. În al doilea rând, 
considerând, cu c = 1 (viteza luminii in unităţi aşa zis “natu- 
rale"), praful cosmologic (adică fluidul perfect de presiune nulă) 


ca fiind descris de tensorul conservativ impuls-energie 


Ta = puits » (1.94) 
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) 


iar u = gut k dot 2 
gu", cu w' = Gr , do? = —ds? fiind parametrul afin 


a componentele covariante ale câmpului 
cuadrivitezelor fluidului, atunci, din ecuaţiile Einstein 


al liniilor de univers, sunt 


1 
Ra — 99k R = KoTi , cu R= 9" Rom (1.95) 


rezultă, prin contracție cu gif, 


R = —ro pg" uu, (1.96) 
Dar, 
ik ME dai! da* ds? 
Q UU = GQruu = gi—-——— = —— = - 
EAT Seis ai c De (R97) 


si deci, obtinem “relatia de trasa” 


R= Kop (1.98) 


Cum Kg — axe este evident pozitiv, iar p = poc?, unde po este 

densitatea masică proprie a prafului cosmologic, trebuie să fie 
) 

pozitivă (fiindcă nici până acum nu s-au evidenţiat, nicăieri in 


Univers, structuri materiale de masă negativă), rezultă imediat 
R»0 (1.99) 
In baza principiului lui Weyl, metrica trebuie sá fie de forma 
ds? = g,,(z^)da"dz" — (dt)? (1.100) 


şi deci, curbura scalară R a Universului 4 - dimensional va fi dată 


de fapt de curbura scalară R3) & spatiului tridimensional, 


(1.101) 


Roy = 9" Rye 
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(fiindcă, după 
a cum vom dem ; EENET 
» dup om demonstra mai târziu R44 = 0, caracterul 


plat al direcţiei temporale) şi deci, din “relaţia de trasă”, obţinem 


4. De ce praf cosmologic în repaus ? 
Ca şi în cazul caracterului plat al direcţiei temporale, aici motivaţia 
este preponderent de ordin fizic. Să ne imaginăm că dispunem de 
o foarte bună scară a distanțelor cosmice şi că dorim să explorám 
(ca aspect şi proprietăţi) zone tot mai întinse din Univers. După 
ce am depăşit nivelul sistemului solar, vom avea de aşteptat puţin, 
cât parcurgem distanţele interstelare, până când în câmpul de 
observaţie intră primele stele vecine Soarelui. Mărind în contin- 
uare distanţa, vom constata o creştere simtitoare a numărului 
acestor. stele precum şi apariţia aşa numitelor formaţiuni sau 
nori de praf cosmic (a nu se confunda cu praful cosmologic). 
Putin după aceasta, pe scara distanțelor, vom vedea că numărul 
stelelor şi al regiunilor cu nori de praf cosmic devine constant, 
acestea formând o structură gigantică, de sine stătătoare, având 
formă lenticulară şi braţe spirale în planul ecuatorial. Aceasta 
este Galaxia, iar proiecția pe bolta cerească posedă un diametru 
de aproximativ 90 mii de ani lumină şi o grosime principală, 
măsurată în lungul axei de rotaţie a nucleului galactic, de circa 16 
mii de ani lumină. Continuând periplul nostru pe scara distanțelor, 
Calaxia devine “tot mai mică” pe măsură ce parcurgem aşa nu- 


mitele distanţe intergalactice şi captăm, în câmpul de observaţie, 
La un moment dat, numărul acestora 


nd ceea ce astronomii denumesc 


tot mai multe galaxii. 
devine constant, cam 20, ele formă: 
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“grupul local” (de galaxii). 


Transfocalizând mai departe, vom 
obţine noi grupuri 


ense bes ; 
in vecinătatea” grupului local, si vom con- 


stata că toate acestea formează “roiul local” de galaxii. De aici 


încolo, galaxia devine un simplu “grăunte material”, ce poate 
fi. interpretat ca un constituient elementar al roiului. Mărind în 
continuare distanţa, la sute de milioane de ani lumină, vom vedea 
Universul spuzit de roiuri de galaxii, ca simple puncte materiale 
radiante, separate între ele prin zone imense, lipsite de substanţă, 
pe drept cuvânt numite “giant voids”. De aici încolo, în acord 
cu actualele observaţii, roiurile nu se mai asociază în superroiuri 
astfel încât, atunci când ajungem la scară megagalactică, adică 
la nivelul întregului Univers, observabil (cam 12 miliarde de ani 
lumină), acesta pare “umplut” cu un fluid (aproape) perfect, de 
presiune foarte redusă, practic zero, lipsit de curenţi convectivi 
(ultramacroscopici) şi alcătuit “molecular” din roiuri de galaxii. 
Presiunea acestui fluid este foarte redusă, deoarece energia ci- 
netică a fiecărui roi este mult mai mică decât; energia de repaus. 
De asemenea, fluidul pare a fi în repaus deoarece observaţiile ac- 
tuale nu confirmă existenţa unei mişcări ordonate, alta decât ex- 
pansiunea cosmologică (de care nu se ştia nimic în us cand 
Einstein a elaborat modelul), la scara megagalactică, a roiurilor 


ii i intr-un r radic pseudo - ortonor- 
de galaxii. Prin urmare, intr-un reper tetr p 


mal (1.69) 


i Oo ied 03 
esate? cu d pies UR (1.1 ) 


at) 


1] = greier mb — 1,4 
(1.104) 


g(a , &) = Nab = diag[1, i 15 cm 


t 
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ca bază a sectiunilor fibratului tangent T'(M), cu dualul 
u^ = wide” | (1.105) 
cu 
wi = N” gin ey (1.106) 
şi 
ds? = Nab wtw’ (1.107) 


ca bază a sectiunilor fibratului cotangent T*( M), ceea ce rămâne 


din forma generală 


Ta = (p+e+Pphuauv + Nap (1.108) 


cu £ ca energie volumică interna şi 


w? 


Ua = Nou? = Nab 17 (1.109) 


drept componente pseudo - ortonormale ale 4 - vitezei, a tensoru- 
lui conservativ impuls - energie pentru un fluid perfect, este forma 
particulara 

Tab = Pas Noa (1.110) 
a tensorului conservativ pentru “praful cosmologic”, dat fiind că, 
în acest caz 


£20, p=0, u" =0, p=],3 sim =-—1 = 1u (1.111) 


Avem acum toate elementele necesare demersului matematic. Da- 
rastatica 


şi de simetrie sferică, adică 


de? = (dr)? + ae? (a6 + sin20(dp)?] - (4* (1-122) 
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unde, a > 0 este:o constantă cu dimensiune de lungime, r este coordo- 


nata de tip. radial (r € R) iar f : Ry — R este o funcţie (reală) de 


clasă (de diferentiabilitate) cel putin C?. Baza duală tetradic pseudo - 
ortonormală peste secţiunile fibratului cotangent T*(M) va fi definită 
de 1 - formele: 


w = dr 
w? = ae/d0 
3 = ae! sinOédy 
w = dt (1.113) 


cu: duala corespunzatoare, (1.62), peste secţiunile lui T(M), 


& = O, 

-f 

€ 
€2 = osx Os 

ef 1 
4 = -ð 
Es TIE ae (2 

a sin 

114 

€4 = Ó, (1 ) 


Din prima ecuaţie Cartan (1.73), în absenţa torsiunii, 


dust = Ts" Aw’, ul<b<c<4, (1.115) 


rezultă coeficienţii esentiali de conexiune, (1.66), 


Too = -Im = Dus = Tis = fu 
tg (1.116) 
F323. = —T 233 = ESO 


formele de conexiune 


fi = Of P= ðf, astfel încât, dintre 1 - 
CU JI = 


Capitolul 1 


Cosmologie pe S* x R 


35 
(1.71), rămân diferite de zero numai 
Tie = —fnu? 
Dus = =f l1 w? 
TER 
23 y thw (1.117) 
Din al doilea set al ecuațiilor Cartan de structură, (1.74), adică 
Ra = dia + La AL, 1<a<b<4, (1.118) 


se obţin ca algebric esenţiale numai următoarele 2 - forme de curbură 


Ri = > [fin ur (fa) w! Au? 
Rua = — [fin + (fa] wi ^u? 
Ras -fun = = u^ Nw c (1.119) 


astfel incát componentele nenule ale tensorului de curburá in raport cu 


tetradul (€,), 74 sunt date de expresiile 
Rio = Riss = - [fim dE (fa!] 
Rosa = = yc Gi): (1.120) 
In aceste conditii, pentru tensorul Ricci 


Es = Ris alto 121) 


obţinem următoarele componente netriviale: 


Ry = 2 [fin ar (fa?) : 
Roo = Ra = = a [Jin + 20 


(1.122) 
2 
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care conduc la scalarul de curbura, (1.91), 


R= —2 [ns AR 3(/1)? = =| (1.123) 
si la următoarele componente algebric esentiale 

»>2J 
Gu = (fn)? — —- 

a 
Goo = Ga = fin + (fn) 

-2f : 

Gu = — Br + 3(fn) - =| (1.124) 


ale tensorului Einstein 


1 
Ga = Ra — 39e R > CU Jab = Nab = diag|1, 1, 1, —1] (1.125) 


In absenta oricárei alte forme de materie decát praful cosmologic in 


repaus, ecuaţiile Einstein 


Gab = Ro P Maa Nos (1.126) 
s-ar reduce efectiv la sistemul 
cei ua 
(jus e 20 
fin + Gn) 0 
A A e? 
2 fin + 3(fyn). — Ev cnin (1.127) 
Dar, dupá cum se poate observa scriind a treia ecuatie sub forma 
e? E 
2 [fin 3E (Fi) da (su? Bove | = —Kop (1.128) 


gi utilizand primele doua ecuatii (care sunt compatibile), rezulta ime- 


diat că nu avem ca soluţie decât spaţiu - timpul Minkowski 


of = L e dg = (dry + r2[(d0) + sin’ 0(dp)] — (dt)? (1.129) 
a 
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37 
complet; lipsit de materie, dat fiind cá, din ecuatia pentru densitate 
resulta | 


p=0 (1.130) 
La vremea ei, această situaţie i-a dat “ceva bătaie de cap” lui Einstein. 
Totuşi, bazându-se pe faptul că efectuarea unor contractii sunccesive 


în al doilea set al identitatilor lui Bianchi, conduce la 

Gr 00 (1.131) 
care.este în deplin acord cu ecuaţia de mişcare 

Ty =) 0 (1.132) 


a-surselor materiale ale câmpului gravitational, Einstein. observă că, 


datorită caracterului metric al conexiunii Levi - Civita 


Gab;c = 0 3 ; (1:133) 


adăugarea unui “termen cosmologic” de forma Jat A, cu A = const., in 

membrul stâng al'ecuaţiilor sale, nu violează, în nici un‘ fel, caracterul 

conservativ al tensorului impuls - energie Tap, al surselor, ba chiar com- 

pletează, de o manieră unică (după cum se poate demonstra), ecuaţiile 
relativist generale 'ale-câmpului gravitational 

"Ga + gah = Kolar (1.134) 

|De la Einstein încoace, A poartă numele de constantă cosmologică, 


“având dimensiunea de (lungime)”? şi este estimată si astăzi (cu oare- 


care incertitudine) ca situându-se undeva în domeniul de valori [0, 10%) 


m^?. Din nou sunt necesare câteva completări. Incă din momentul in- 

-troducerii-ei (în 1917) atât fizicienii cât si filozofii s-au împărţit în două 
^ wie » LAM 

“tabere vis- à-vis de semnificaţia şi rolul.acestui “termen cosmologic” . 
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O primă grupare susținea cá nu există nici un motiv fizico-matematic 


pentru ca o astfel de constantă să nu fie introdusă. Ea respectă Prin- 


cipiul Echivalentei, conform căruia câmpul gravitational este descris 


intrinsec numai de tensorul metric fundamental (gix) al metricii spaţiu 
- timpului şi completează Principiul lui Mach, afirmând că inertia cor- 
purilor nu este numai un produs al acţiunii tuturor celorlalte corpuri 
din Univers ci şi o consecinţă a proprietăţilor geometrice globale, in- 
trinseci, ale spaţiu - timpului însuşi. Chiar şi în absenţa mata or- 
dinare, cand Ta, = 0, aşa cum a arătat pentru prima dată de Sit- 
ter, chiar în acelaşi an 1917, Universul se poate auto-organiza într-o 
structură spatio - temporală evolutivă, de curbură 4 - dimensională 
constantă, diferită de zero, determinată integral de valoarea nenulá 
a constantei cosmologice. Dacă A > 0, Universul capătă o expansi- 
une exponențială (evident, dependentă de timpul cosmic t) în urma 
căruia galaxiile, privite ca puncte materiale izolate (de probă), intră 
într-o aşa numită “mişcare recesională” îndepărtându-se unele de al- 
tele cu o viteză relativă proporţională cu distanţa geometrică r dintre 
ele. Această consecinţă, (teoretică) a modelului de Univers de Sitter 
a fost strălucit confirmată observational de Hubble, în 1929, în urma 
unor cercetări, începute încă din 1922, asupra “deplasării spre roşu” a 


galaxiilor foarte îndepărtate. El practic obţine aceeaşi lege 
es delta 


a vitezei recesionale, stabilind si valoarea constantei H care, de atunci, 


umele. Acest punct de vedere dinamic, eminamente evolutiv, 


ji poartă n einer iti 
propus de de Sitter şi amplu explicat comunităţii ştiinţifice (din 1928) 
de către Sir Arthur Eddington, a fost continuat, perfecţionat şi 


modificat, în ce prive 


evident 


şte contribuţia efectivă a materiei prezente (totuşi) 
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in Univers, de cátre Le Maitre si Friedman. Mai tárziu 
1 ) 


prin anii /30, el 
este adus la o “formă rotundă” 


„ de către Robertson Şi Walker, care stă 


gi astăzi la baza aşa numitului Model Standard (Cosmologic) al Marii 


Explozii Initiale (spatio-temporale) Big-Bang a Universului observabil. 
Nu mai putem continua aici detalierea investigatiilor (ştiinţifice) în 
această direcţie, deoarece am depăşit cu mult cadrul discuţiei referi- 
toare la modelul de Univers propus de Einstein. Ceea ce trebuie să 
reținem este faptul că, încă din primele lucrări in care a fost introdusă 
şi exploatată (cognitiv), această constantă a produs o adevărată tur- 
nură de mentalitate în Cosmologia Relativistă, aruncând o lumină nouă 


asupra fizicii câmpului gravitational, de scară (foarte) largă. 


A doua tabără (de fizicieni şi filozofi) susţinea, în baza Princi - 
piului Economiei de Constante Fizice, că este perfect posibilă şi eu- 
ristic suficientă, descrierea gravitaţiei numai prin ecuaţiile Einstein cu 
A = 0, deoarece câmpul gravitational se cuplează, la sursele sale ma- 
teriale printr-o singură constantă fundamentală, anume constanta G, a 


atracției universale. 


In acelaşi timp, Principiul lui Mach ar fi respectat chiar în forma 
sa iniţială deoarece, numai materia descrisă prin Ta, # 0 ar contribui 
la inertia corpurilor de probă. Mai mult decât atât, spuneau ei, dacă 
am accepta prezenţa constantei cosmologice şi aceasta ar avea o va- 
loare negativă (deoarece semnul ei nu poate fi fixat prin raționamente 
riguroase, în cadrul Teoriei Relativității Generale) atunci gravitația 
atractivă, ar fi acompaniată de un câmp 
adică de antigravitatie. 


“convenţională”, întotdeauna 
cosmologic universal, eminamente repulsiv, 


Raționamentul lor era simplu şi a avut drept consecinţă scăderea, 


âteva decenii, a interesului în studiul fizic al soluţiilor 


drastică, pentru c 
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exacte (ale ecuaţiilor Einstein) cu A < 0. 


a E : Bon eS 
rem Tas = 0, atunci ecuaţiile Einstein cu termen cosmologic se pot 


scrie simplu 


Gap = Ko (a £) (1 135) 
FR , 
Prin urmare, putem interpreta tot termenul cosmologic ca reprezentánd 
o distribuţie continuă de extramaterie, caracterizată de tensorul con- 
servativ impuls - energie 


A 
Ta A = ab 
»lA] Jab e (1.136) 


Dar, după cum ştim, într-un reper rigid pseudo - ortonormal, în care 
Jab = Nad, componenta T4, reprezintă densitatea volumicá de energie 


(deci si de masă). Dacă estimám T44[A], obţinem că 
A 
Ta|A) = z < 0, pentru A <0 (1.137) 


ceea ce arată că, masa acestui câmp este negativă adică, el “va fugi” 
din liniile câmpului gravitational conventional (produs întotdeauna de 
corpuri de masă pozitivă) având deci, o comportare antigravitationala. 
Evident, prelungind raţionamentul, rezultă că toate particulele test de 
masă pozitivă vor fi respinse de acest câmp universal, da masă negativă. 
Resuscitarea interesului în investigarea structurilor spatio - temporale 
cu A < 0 s-a produs după vreo 50 de ani (de la introducerea termenu- 
lui cosmologic) şi a avut la bază două concepte noi, absolut neortodoxe 
pentru fizica anilor /50 - /70, aparent foarte diferite dar, în fapt, puter- 


corelate, deoarece reclamau aceeaşi cauză pentru producerea lor, şi 


nic 
anume, prezenţa densitátilor negative de energie. 
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Primul dintre aceste concepte a fost dezvoltat, (iniţial) de către Kip 
Thorne, după o idee formulată de Sir John Archibald Wheeler, care 


afirma că, cel puţin teoretic, Relativitatea lui Einstein nu interzice 
existenţa unor structuri spatio - temporale cu totul speciale, sub as- 
pectul topologiei lor, care să conecteze direct, deci pe “drumuri” foarte 
scurte, prin adevărate tuneluri extradimensionale (faţă de hiperplanul 


Metagalaxiei), zone (altfel) foarte îndepărtate din Univers. 


Ca un exemplu, care a devenit tipic odatá cu trecerea anilor, ganditi- 
vă că unui vierme, aflat la unul dintre polii suprafeţei sferice a unui 
măr, îi poate fi mult mai uşor să călătorească direct; spre celălalt pol, 
săpându-şi un tunel prin măr, în lungul axei acestuia, decât să meargă 
prin afară, pe suprafaţa mărului, urmând semicercul meridian. Cum 
fizicienii (se pare că) au întotdeauna simţul umorului, dată fiind şi 
“plasticitatea” exemplului, acestei structuri care alterează caracterul 
simplu conex al Universului i s-a dat numele de wormhole (adică, gaură 
de vierme). 

Referitor la legătura cu A < 0, calculele arată că, pentru a menţine 
deschisă şi traversabilă o gaură de vierme, trebuie să injectăm în ea un 
tip special de materie, de densitate negativă - exact precum Ts [A « 0] 
- numitá, din acest motiv, ezoticd. Din nefericire (pentru curiozitatea si 
*gustul de necunoscut" al oamenilor de ştiinţă), deşi posibilă teoretic, 
tehnologia de “producere industrială” şi de stabilizare a materiei exotice 


ne este deocamdată (aproape) complet necunoscută. 


Al doilea concept, introdus prin anii /60, este cel de wd degenerat. 


tem da seama de caracterul său neortodox, 


Chiar şi din denumire, ne pu | 
cà starea fundamen- 


deoarece in toatá Mecanica Cuanticá, am invátat 
totdeauna nedegeneratá. Cum poate fi atunci 


talá a unui sistem este in 
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starea de vid degenerată ? Sub aspect formal, ráspunsul este simplu: 
depinde ce înţelegem prin stare de vid. Dacă ne gandim la aceasta ca la 
o stare cuantică in care minimul hamiltonianului sistemului, impreuná 
cu valorile (de agteptare ale) cámpurilor sunt identic nule atunci ea, 
dacă există, va fi (întotdeauna) nedegeneratá. 

Ca un exemplu tipic, să luăm cazul câmpului scalar complex liber. 
Densitatea. de lagrangeian este 


L = bbq + mido, (1.138) 


unde mp, reprezintă masa cuantelor (de exemplu, pionii 7%) acestui 


câmp. Tensoruli conservativ impuls - energie are expresia 
Ta = Fab + Soha — Nw | e + modo (1.139) 
conducand la: densitatea de hamiltonian 
H = Ta = 20nd + [P uy — Puha + madd] , (1:140) 


adica 


H = 5" dbiad + mobo (1.141) 


te observa, el este pozitiv definit şi realizează minimul 


După cum se poa PS 
starea de vid, in 


la do = o = 0, când are valoarea zero. Prin urmare, y 
sensul de mai sus, este bine definită, fiind într-adevăr, padegenerală: 
Această situaţie este tipică tuturor câmpurilor libere, Deane ane 
| e s-ar întâmpla în cazul câmpurilor libere, autointeractive : 


cazul densităţii de lagrangeian 


Dar c 
Să luăm, de exemplu, 


E = Goe — wad + 209 (1.142) 
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a unui scalar complex asemănător primului (m$ este înlocuit cu =u?) 
) 
dar selt - interactiv prin intermediul unei constante de cuplaj, A. Ten- 


sorul conservativ impuls - energie va avea expresia 
Tu = $ n Ale 21 ^ 2 
ab lab st Pila — Nab [o Pic S ġo + 9 ($9) (1.143) 
şi va conduce la densitatea de hamiltonian, H = T44, 
= a RE 
H = 6“abe — pd + (00) (1.144) 


Decă definim vidul acestei teorii ca fiind starea, sau (după cum vom 


vedea) stările, în care se realizează minimul lui H atunci, din condiţiile 


de extrem 
i = a = 0, (1.145) 
obtinem ecuatia algebrica 
(96) = E (1.146) 
care posedá o infinitate de rádácini 
^ cs NA eit 
(= ze | | (1.147) 


cu a € R. Deci, in acest caz, vidul teoriei nu numai cá este degenerat, 

dar ordinul degenerárii sale posedá puterea continuumului. Avem, p 
alte cuvinte, un sistem fizic a cárui stare de vid este continuu degeneratà. 
Evident, spre deosebire de primul caz, modulul valorii de aşteptare a 

câmpului în stările sale de vid este pozitiv şi anume, 

(1.148) 


lón| = ^ 
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Calculând acum, componentele tensorului impuls - energie al vidului 
degenerat găsim că 


$ 4 
Tab 09)» = ab o (1.149) 
si asemănarea cu Tj [A] este evidentă pentru 
us 
ADS “Ko oy < 0 (cu A > 0) 


Implicatiile acestui concept in fenomenul “ruperii spontane de sime- 
trie”, in teorema Goldstone şi mai ales în vestitul Mecanism Higgs, care 
stă la baza caracterului finit, renormabil, al tuturor teoriilor gauge con- 
temporane, de unificare (a interacțiunilor din natură), le vom analiza, 
în capitolul 5, al prezentei lucrări. Acum însă, este cazul “să revenim la 
oile noastre”, adică la ecuaţiile Einstein pentru modelul său de Univers, 


cu includerea efectivă a “termenului cosmologic”. Acestea au forma 


generală 
Gab + Jai = Kop Nas Mos » (1.150) 
care se reduce la sistemul de ecuaţii diferenţiale: 
2 5 
yer tod 
fiu + (fi = A 
e” 
fn r aa ee OP (1.151) 


ce diferă de forma inițială, (1.134), doar prin adăugarea termenului 


(cosmologic) «L A” în membrul drept. Cum A este constant, avem, 
ferentiale cu numai două funcţii 


sub aspect funcţional, trei ecuaţii di 
necunoscute f şi p. Trebuie deci verifica 
Inmultind cu 2 a doua ecuaţie şi adunând- 
-2f 

e 


2 fu + 3(/n) TE = —3A 


tă compatibilitatea sistemului. 


o la prima, obţinem 


(1.152) 


Capitolul 1 Cosmologie pe S? x R 


45 
care trebuie să fie identică, dat fiind cá au acelaşi membru stâng, cu a 
treia ecuaţie, adică, trebuie să avem egalitatea 
orp 


Prin urmare, în Universul Einstein, densitatea volumică de energie 
a prafului Cosmologic este constantă şi pozitivă, adică indubitabil bine 
definită (în: acord cu teoremele de energie formulate de Hawking şi 
Ellis), dacă A este pozitiv. De aici gi interesul fizic, de ansamblu, în 
modelele (cosmologice) cu constantă cosmologică pozitivă. Referitor la 
compatibilitatea primelor două ecuaţii, observăm că, dacă inmultim a 
doua ecuaţie cu ef, obţinem ecuaţia diferenţială liniară, de ordinul doi 
şi omogenă 
(e) + Ae! = 0, (1.154) 


cu solutia generala 
ef = Asin [Vär + a] 3 (1.155) 
in care A şi a sunt constante reale. De aici, rezultă 
fin = VK cot [VAr * aj ; | (1.156) 
astfel încât, înlocuind în prima ecuaţie, ajungem la relaţia 
| 1 A cos? [VAr + al] = Mine [Vie + a] — (18D 


(pentru a asigura compatibilitatea), 


care. poate fi satisfăcută identic 
pentru orice r € R4, dacă şi numai dacă 


rere (1.158) 
MENN 
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In aceste condiţii, modelul de Univers propus de Einstein este com- 
plet rezolvat analitic şi poate fi sintetizat în metrica 


ds? Aa .2 1 1-2 E : 
(dr)? + A sin [va + a] [(a0)? + sin? A(dy)?| — (dt)? 
NAS (1.159) 
şi în valoarea constantă şi omogenă a densităţii prafului cosmologic 
2 
Pa seo 
Fa (1.160) 


Cititorul mai puţin informat, dar malitios, ar putea întreba Si pen- 
tru două rezultate sărmane, o funcţie metrică armonică şi o densitate 
constantă, au trebuit efectuate atâtea calcule şi spuse atâtea poveşti? 
Ei bine, DA! In primul rând deoarece, chiar dacă ne-am fi gândit de la 
început asupra unei funcţii metrice armonice ca să asigurăm caracterul 
constant şi pozitiv definit al invariantului de curbură, Rg), al spaţiului, 


faptul că parametrul a din metrica iniţială trebuie să fie egal cu A^? 


nu “iese” decât din ecuaţiile Einstein. 
In al doilea rând, faptul că densitatea materiei cosmologice “netezite” 


nu poate fi decât dublul, prin ko, al constantei cosmologice, A, nu este 


deloc evident la prima privire. Ca să întrebăm noi acuma, de ce nu am 
putea “pompa” în Univers oricata materie vrem?. Pe baza (fie şi nu- 
mai a) compatibilitátii sistemului de ecuaţii ale modelului, răspunsul 
este clar: fiindcă am distruge caracterul staționar al bilanţului geome- 
trie - materie, al proceselor prin care “presiunea cosmologică”, — E şi 
“densitatea volumică efectivă de energie” , p+ s contribute la cep 
gravitational ce închide, topologic, 3 - suprafeţele spaţiale de timp (uni- 
versal) constant. 

In fine, in al treilea rand (ca să nu lungim, 
ndcá există două consecinţe deosebit de import 


excesiv, lanţul argu- 
ante ale 


mentelor), fii 
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modelului, ce nu pot fi deduse decat din rezultatele exacte ale acestuia 


p U ) P s 


Să începem pri i 
ri ă iei 
es P prin a calcula energia totalá a materiei “netezite”, in 
niversul Einstein. Ea este datá de integrala 


iksz, à 
E = [ex sin? (VAr) sin 0 drd0dy (1.161) 


Factorul de fază a nu joacă nici un rol, de aceea l-am fixat la zero, 
iar pentru ca sinusul (din e/) să fie pozitiv, coordonata de tip radial r 
trebuie să ia valori în intervalul [o, RE Cum totul este independent 
de unghiul solid Q = fsin@d0dp = 4m, rezultă pentru E expresia 


(dupá calcularea integralei) 


An? ds 
E = AU (1.162) 
Ko 
care conduce la masa materiei ordinare din Universul Einstein, M = 4, 
TC 
VSS NP ; . 
sg (1.163) 


Aici apar două consecinţe: 


(i) Dat fiind că neutronii liberi nu sunt stabili, iar electronii sunt mult 
mai uşori decât protonii, putem considera praful cosmologic ca fi- 
ind alcătuit “sub aspectul ponderalitátii sale” din nuclee de hidro- 
gen. Ca urmare, putem evalua numărul protonilor din Univers 
prin simpla relaţie N, = Mm; |, obtinánd | | 

Are. AC 108, (1.164) 
2G m; 


pentru o valoare rezonabilă, A ~ 107?! m 
ustificare, acest rezultat, obtinut pen- 


-2 a constantei cosmo- 


logice. Desi pare grosier ca j 


tru prima oará (si justificat printr-o metodá independentá) de Ed- 
dington, in 1921, si reconfirmat, din nou cu tot 


ul independent, de 


“Gravitaţie şi Câmpuri in! Universul. Einstein 


! Dicke, prin anii 760, este utilizat şi astăzi, în modele cosmologice 


deosebit de sofisticate, la explicarea entropiei extrem de mari a 


(îi) Estimand grosier, dar în acord cu observaţiile de:scară largă, masa 
'tipicá:a unei gàlaxii, la Mg = 10% + 10kg, formula de masă 
„prezisă de modelul Einstein conduce direct la o estimare'a 
numărului de galaxii din Univers (sau din, partea observabilă a 


acestuia) ide-circa 1010 + 10!2 cu o medie geometrică de 
Ne-~ 10"! (galaxii) 


* Chiar dacă asupra acestei valori “se poate discuta”, să nu uităm 
“că ea a fost obţinută acum mai bine de 70 de ani, când astronomii 
sabia îndiăzneau să viseze la “cam: câte galaxii ar fi in Univers, 
dacă acesta este finit, dar nelimitat, asemeni: unei sfere”. "Mai 
“mult decat atât, faptul: că Tmar = TA 1/2, după cum rezultă 
din -soluția exactă; propusă de Einstein, a dat un răspuns; re- 
marcabil la o.altă întrebare, cel; putin fizic (ca să nu spunem 
“metafizic” ) fundamentală, cam cát/de marear fi Universul nos- 
‘tru?, Cu A în intervalul rezonabil, 1075? + 10 59 (m ?), răspunsul 
Jui’ Einstein a fost destul de clar: 4n jur /de. 1026 m, adică de cam 
. 10 miliarde:de ani lumină. 
“Continua şi astăzi să fie surprinzător acest rezultat,prm simplitatea 
“modelului din care:a fost obţinut, când cele mai recente date de 


scară foarte largă, coroborate cu cel: mai: modern: model cosmo- 
: valoare de 12 + 13 


logic, aşa numitul “Univers Inflationist” ; dau o 
-miliarde:ani lumină. ewe 
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In fine, să mai analizăm un singur aspect, Dacă am avea “puteri 
a» > A A ^ [i LI 
paranormale”, astfel încât, sd putem “iegi” din cadrul celor palru di- 


menstun spalio - Lemporale, pe cel puţin o extra-dimensiune, cum am 
“vedea” Universul Einstein ? 


Pentru a răspunde, introducem coordonata 
x = VAr € (0, v] (1.165) 
care aduce metrica la forma 
D 1 D D D 
ds? — m {(dx)? + sin? x (ao)? 4 sin? 0 (dp)?]) — (dt) (1.166) 
Cum timpul este ortogonal gi plat, iar A^! fixeazá doar pátratul 
scárii dimensiunilor spatiale, putem sá ne concentrám asupra varietátii 
3D, descrisá de metrica 
ds? = (dx)? + sin? x(d0)? + sin? x sin? O(dy)? , (1.167) 
cu (x, 0, ~) € (0, 7) x (0,7) x (0,27). Sá adunám gi să scădem, in 
membrul drept, termenul cos? x(dx)?. Obtinem 
di? = sin? x(dx)? + (d sin x)? -- sin? xd , cu d? = (d0)?--sin? 0(dy)? 
(1.168) 
Dar, notánd cu R = sin x noua coordonatá radiala, observám cá ultimii 
doi termeni din dreapta reprezintá metrica spatiului euclidian RS, in 
coordonate sferice: 


(dx)? + (dY)? + (aZ)? = (dR) + R? dn? (1.169) 


unde, evident, 


X = Rsinl cosy 
Y 
Z = Rcos0 


R sin 0 sin Y 
(1.170) 
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Sunt coordonatele carteziene (din R3) 


. Astfel, metrica di? se poate scrie 
sub forma 


a r\2 
d = (aX) + QY}? + (aZ? + Wy? (Lai) 
cu 
W = cosx (1.172) 
ca a patra coordonată de gen spatial, indicând clar că este vorba de 
scufundarea unei varietăţi V3, de coordonate locale (x, 6, Y) într-un 
spaţiu euclidian abstract, R*, de coordonate (globale) (X, Y, Z, W), 
prin parametrizarea 
X = sinx sin cosy 
Y = sinx sinÜ sing 
Z = siny cos 
W = cosx (1.173) 
După cum se observă imediat, aceasta conduce la ecuația de definire 
implicită a 3 - suprafeței V3, anume - 
KEY fre WA E 
astfel încât, este vorba de sfera tridimensională unitate S?. Cum diferen- 
ta dintre numărul dimensiunilor spațiului de scufundare si cel al dimen- 
siunilor varietátii scufundate este 4 — 3, Universul Einstein are clasa de 


scufundare s = 1. Adăugând acum şi dimensiunea de gen temporal 


T=t ER 


obţinem un spațiu euclidian, R5, de signatură a(s) = 4—1 = 3 şi metrica 


(plată) 
ds? = (dX)? + (av)? + (aZ) + (aw)? — (ary (1.174) 
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51 
in care tot Universul Einstein, de signatură Ta) = 3— 1 = 2 şi metrică 
ds? = A^ (dx)? + sin? yap?) — (dt)? (1.175) 
este scufundat prin parametrizarea 
X : si in 0 
= —= sin x sin co 
VA X Sq 
1 
Y T A sin x sin 6 sin y 
1 
Z = — =siny cos? 
es 
1 
Ww = —= cos 
ES 
T =t (1.176) 


avand forma unui cilindru (drept), ridicat pe directia temporalá, cu 
secţiune transversală (T = const) sferică tridimensională, de rază A-1/2. 


Topologia S? x R a acestui Univers este acum evidentă. 


1.3 Geometrie S? x R și 


Realizarea de extensiuni moderne ale Teoriei Relativității Generale se 
poate face printr-o reformulare a acesteia în termenii teoriei fibratelor. 
In lucrarea [6], asupra căreia nu vom insista în cadrul acestei cărţi, 
am construit fibratul principal al modelului, cu varietatea de bază 
M = ©? x R si cu un grup structural, compact, n - dimensional. 


Lagrangeianul este determinat de curbura scalará a legii de derivare 


compatibile cu metrica pseudoriemannianá pe spatiul total al fibratu- 


lui principal. 
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Obiectivul nost 


ru fiind dezvoltarea unor teorii de camp, 
etatea 5° 


pe vari- 
X H, în scopul geometrizării principalelor surse materiale, 
este indicat să ne oprim puţin asupra geometriei acestei varietăţi. 


Definind sfera S? ca în (1.53) si utilizand parametrizarea 


Ti = acosa cos 

ty = asina cosh 

$3 = a cos sin 

$4 = asin sind (1.177) 
cu 

0<0< = 

O<a,6 < 2, sa (1.178) 

vom ajunge la metrica | | 
do? = a? |cos?6(da) + sin? 6(d8)* + (ey]| ^ 19 


: A in (1.54), 
Câmpurile (X;, X2, X3}, tangente la sfera Sei ad pe (1.54) 


ă rma 
se vor serie în baza locală (9, 3, Oo}, sub for 


= ly = l(cos(o + B)(tan08. — cot 005) — sin(a + 6)8] 
ciinii dn i + 8)8.] 
(lg, = t fsin(a + A)(tan 60, — cot Od.) + costa 
dun é 1 | (1.180) 

: = -(— — Op): 
ez = a = = Oa à 
i satisfac algebra | 
ge | eg (1.181) 


2 unn ub 
n pavet: ftnt € vp 
de ej. = a uupep + mh 
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53 
Baza dualá corespunzátoare acestei bazei rigide va fi 
1 g : 
uem 6 cos(a + (3) sin(20)(da — dp) — asin(a + A)d 
a. i 
w= 2 sin(a + 6) sin(20)(da — dp) + acos(a + pjd 
w = —a(cos?0da + sin? odp) (1.182) 


Pentru început, să considerăm cazul static, descris demetrica lorentziană 
ds? = do? — di? (1.183) 
şi să introducem reperul tetradic {e,},_7q, cu 
e, = 8 (1.184) 
şi respectiv, baza duală {w*},_7q, cu 
ie cid ; (1.185) 


In acest caz, algebra Lie satisfăcută de vectorii bazei :se poate scrie sub 
forma sugestivă j 

les, ec]. = TE hc i (1.186) 
unde E4pca este tensorul antisimetric de rang 4, cu Ea = 1. Comparând 


această relaţie cu (1.5), vom identifica constantele de structură ca fiind 


2 
Coca = Ead (1.187) 


adică, cele corespunzătoare algebrei Lie a grupului :SU(2) x T, unde T 


este grupul translatiilor temporale. | : 
Definim metrica riemannianá a varietatii, cu ajutorul lui (1.78), in 
cu baza rigidă (Ea )a=Ta si avem 


(1.188) 


care se înlocuieşte baza locală {0;};-tm 


= 


Jab = g(ea, &) = diag(1, 1, 1, —1) = Ma 
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Mai departe; simbolurile: lui Christoffel se obţin din (1.93) ea fiind 


Tio rm a 9" (ou, + Sov. — Exo), A, V; Om ES (1.189) 


1-formele de conexiune, definite prin (1.71), sunt 


Jp e im S 
2 Tu 
I 
r2 EA SCA 
3 a 
T = -M=0, p= (1.190) 


iar componentele esenţiale ale tensorului: Riemann, (1.88), 


1 
Hana = Rans = Rams = | (1.191) 


ne permit să caleulăm tensorul Ricci 


2 
Ry = Ra = Rss = a 


şi curbura scalară, (1.91), 


RES (1.193) 
a 


care, pentru sfera de razà unitate, devine 


iii ses (1.194) 
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1.4 Cosmologii Robertson - Walker 


In continuare, vom revedea modelele cosmologice Friedman - Robertson 
- Walker (FRW), avand curbura spaţială constantă şi pozitivă, în ter- 
meni de teoria grupurilor, exploatând simetria O(4) a hipersuprafetelor 
spacelike S*, a cărei algebră Lie este SU(2) x SU(2). 

Dinamizând metrica (1.183), vom găsi două soluţii exacte, ale ecuatii- 
lor Einstein, cea corespunzătoare unei radiaţii termice izotrope şi cea 
de praf (incoherent. dust), caracterizând spaţiu - timpul FRW actual, 
cu conţinut de materie barionică [7]. 

Vom generaliza relaţiile obţinute în paragraful anterior, peste cazul 


în care raza a este o funcţie de timp, adică 
a = f(t) (1.195) 


Astfel, constantele de structură, (1.187), devin: . 


2 


Chup = Tu 

s Li fi 
Cua — Cum = F i 
Cue OS ZE UR € 


unde cu / am marcat derivatele: temporale. 
Utilizând prima ecuaţie Cartan, in absenta tor siunii, (1.115), obtinem 


coeficientii de conexiune 
I 


i p 
PE ‘oped f Env 


j S dasa 
PA se eet wats 
Thy xz I zh f 


Du = 0 


(1.197) - 
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iar, din a doua ecuaţie Cartan (1.74), 


vom avea următoarele compo- 
nente ale tensorului Riemann 


i 1 4 
Ryo 12 = Risi = R323 = f + ($) 
- iS d fu 
Run = Run = Run = UB (1.198) 


care ne vor permite sa calculám tensorul Ricci 


2 [7] 2 


In 
Ru = calo : (1.199) 


şi curbura scalară 
1 1 : 
R= tna = [p++ (2)| aw 


Evident, pentru f(t) = a = const., vom obţine relaţiile din para- 
graful anterior. 
"In sfârşit, componentele tensorului Einstein (1.125), au forma con- 


SEE 1 m INE 
gp ase 


Ga = ct + fr) : XS (1.201) 


creta 


Considerăm, în ecuaţiile Einstein 


Gab = kTab » 


tensorul impuls - energie - materie corespunzător unui fluid ideal, adică 


(1.202) 


Tay = (w+ p)Uat, + Pha 
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unde p reprezintà presiunea, iar w este densitatea de energie. F. 
e . Forma 


C . ă ` ` 1 1 1 
oncreta a componentelor tensorului Einstein ne sugereazá utilizarea 
relatiei bine - cunoscute w = 3p, astfel incát fluidul ideal poate fi 


identificat cu un camp electromagnetic de radiatie pura, aducandu- 


l 
(1.202) la "n 


= du w i cÁicd 
w oy (4516) + nu) (1.203) 


Cu acestea, ecuatiile Einstein capátá forma concretá 


di fu PONG us kw 
p cue mr 


mc I) 


conducând la următoarea ecuaţie diferenţială pentru funcţia f 


kw (1.204) 


fuf -[?-1290 (1.205) 

cu solutia generalá | 
S) = ya — (bt)? (1.206) 
unde a, b sunt constante de integrare. Inlocuind această soluție în 
(1.204), vom obține densitatea de energie corespunzătoare câmpului 


electromagnetic al radiaţiei pure 


8 31-2 
w = 38 la? — (CES (1.207) 
k 
Pentru comparaţie, este util să analizăm şi cazul cel mai simplu, 
| ls - energie 


corespunzător prafului cosmologic, al cărui tensor impu 


Tay = WUaty (1.208) 


, pentru p = 0, posedá, in raport cu reperul 


obtinut din expresia (1.202) 
nenulă şi anume 


comobil u, = 0, o singură componentă 


piane n (1.209) 
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I . 
n aceste ipoteze, pentru ecuaţiile Einstein 


O UA ANNE 
aes (2) 13 
3 
pit fe) = kw (1.210) 


soluția generală este exprimată prin dependenţa transcendentá a razei 
sferei de timp, ca 


t yee EA + X sen yi- L| (1.211) 


unde to si c sunt constante de integrare. 

La o primă privire, relația anterioară ne furnizează două cazuri par- 
ticulare, de interes. 

e primul, corespunzând lui f << c, conduce la dependenţa patratica 


de timp 
f(t) = (at +b), a>0 (1.212) 


e în timp cel al doilea, corespunzând lui f & c, ne dá o descrestere 


in timp a razei, adicá 


f(t) = a = P(t - to)? (1.213) 


De asemenea, din a doua ecuatie (1.210) se obtine densitatea ener- 
getica 2 BS 

kf 

Aga cum este de agteptat, devarece, 

tensorul impuls - energie - putere satisface con 


(1.214) 


in ambele cazuri analizate mat 
ditia energetică tare 


ie evolutie Big - Bang. 


Hawking - Ellis, modelele FRW analizate posedă o 
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Cuprins 


2 GEOMETRODINAMICA 5?x R A CAMPULUI SCALAR 
COMPLEX 


2.1 'Teoria SO(3,1) x U(1) - gauge invariantá a scalarului 


2.2 


2.3 


complex in Universul Einstein ............... 
2.1.1 Stările de vid electromagnetic. Masa câmpului 
scalaracompleXe:. 9. 9 900 20898 04-0 
Cuantificarea càmpului scalar complex pe varietáti spatio 
- temporale cu timp ortogonal si 3 - suprafete compacte . 


Procedeul de cuantificare pe SSX Rit ee E 
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GEOMETRODINAMICA 
SS RA CAMPULUI 
SCALAR COMPLEX 


2.1 Teoria SO(3,1) x U(1) - gauge invari- 
antă a scalarului complex în Univer- 
sul Einstein | 


In acest paragraf, vom introduce integrala acţiunii pentru sistemul 
fizic U(1) - gauge invariant, cu sursă materială de tip scalar complex, 
în prezenţa gravitaţiei. Aplicând principiul acţiunii staţionare, este 
obţinut setul complet de ecuaţii Klein - Gordon - Maxwell - Einstein 
pe varietatea S? x R, care va fi apoi integrat în cazul modurilor oe 
tudinale ale câmpului electromagnetic [1]. E 
Pentru o varietate spatio-temporalá curbá M, pe care s-a definit un 


cámp sclar complex 4, functionala U(1) - gauge invariantá a actiunii, 


63 |. 
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pentru sistemul ider : resia bi 
considerat, are expresia binecunoscută [2] : 


S= | ep + [Lem dQ + | Loom) 40 (2.1) 
cu 
dQ = —V=gdz! A da? A da? A dat (2.2) 
Densitatile de lagrangeieni ee sunt: 
a) £(y = —— 
) Lo) 7m "im 2N) 
b) Lim) = gt” DGD, b + mabe 
1 
È e) Liem) = q Fo, (2.3) 


unde ko = 87 este constanta lui Einstein exprimată in unităţi naturale, 
A este constanta cosmologica, iar D, este derivata covariantă pentru 


grupul gauge U(1), adicá 
D, > V, — ieA, (2.4) 
Cu V,, s-a notat derivata covariantă uzuală Levi-Civita 


NUES E Use B ECE 


^p 


(2.5) 
CUR UE bee aE aa oO Wee Use, PY, — UT TT», 
! Asupra ES Fv ale câmpului electromagnetic vom in- 
sista în capitolul următor, dedicat studiul acestuia. 


Se aplică principiul minimei acţiuni, în raport cu câmpurile , p 
tfel> din - 
A", Juws considerate ca variabile canonice independente. As | 


65 c 0 


(2.6) 
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se obtin ecuatiile Klein-Gordon: 


a) D,(D"$) — map =0 


b)  Du(Dhg) — meg =0 
care, după explicitarea derivatei covariante (2.4), devin 


a) 9" " oiu Fe (m? +e A^ A uo = 2ieA" e, 


b) go!” by — (me + eA" A,)ó = —2ieA" e, o 
Din 
GAS — 0 
se obtin ecuatii Maxwell cu surse scalare 
VF, = —ie[$(D,.0) — (D9) 4) 
care se scriu, explicit, sub forma | 


VE; = -ieff(eud) — (eA) a] — 26° Aid 


In sfarsit, 
655 = 0. 


ne furnizează ecuaţiile Einstein cu constantă cosmologică 
Guy 3h gui = Kol jw 
unde, tensorul o [n.b.] 


S —[/78 (£t) + Liem)! 


T w 
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(2.11) 


(2.12) 


(2.13) 


(2.14) 
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are forma explicita 


T, = (Dyd)(D,d) + (D.4)(Dud) — Gu (DG Doh + madd) + 
1 
ats LO QS X 19i En (2.15) 


Rezultatele prezentate mai sus, obtinute pentru o varietate spatio- 
temporală curbă (M, g), vor fi in continuare particularizate, utilizànd 
relatiile introduse in capitolul I, la cazul varietátii spatio-temporale 
S? x R. Astfel, 

e ecuatiile (2.8) devin: 

a) Ap- 0,6 — (må + € A^ A,)d = 2ieA" e, d 


b) AF- OF- (m) &4" A6 = aie" i. (2.16) 


"e ecuaţiile Maxwell cu surse scalare (2.11) capătă forma 


a) ejF;— Ca Fi — Eijk FI: — —ie(b exp — eio d) — 2c Ai 


b) eiF = —ie(¢ ead — end 4) — 2e? Asbo (2.17) 
unde, tensorul cámpului electromagnetic [yu are componentele 
[3,4,5] 

„Fy. =n eA e; d — Din A" 
(2.18) 


e; A4 — €4 Ai 


Wey E 
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e iar iile Einstei 
r ecuaţiile Einstein cu constantă cosmologică sunt: 


| 
| 
+ 
> 
| 


No[2D19 i9 — (Dig Dup + m3d)] + 


ob 


2m 1 
P hy TE qe Fw 


1 ceti put, cas 
—m t^ = Ro 2D29Da9 — (DrD, + mBjo)] + 


aF Fy! Fy, a. P" Fs 


1 DA aes 
—3+A = ko[2D36D3¢ — (D'$D,ó + m299)] + 
; 1 
+ Fe Fay — PY Pue 
3 CEON IP at 
25 A = kKo[2D40D49 + (D" 9D, + mâ66)) + 


4 p 1 [174 
dr Ek an + gE" Py 
0 = Di$Djó Dj ODibt FF, 1,5 =1,2,3; ix j 


0 = DióD49 + DidDib + Fy! Fay (2.19) 


Sistemul (2.16 - 19), ce descrie dinamica sistemului fizic, reprezinta 
setul de ecuaţii Klein - Gordon - Maxwell - Einstein, de a cărui inte- 
grare, pentru cazul modurilor longitudinale ale câmpului vectorial, ne 


vom ocupa în cele ce urmează. 


2.1.1 Stările de vid electromagnetic. Masa câmpului 
scalar complex 


Datorită curburii varietatii spatio-temporale, spectrul modurilor că 


sale şi longitudinale este diferit, [6]. 
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Pentru modurile longitudinale, ce permit o caracterizare netriviala 
a starilor de vid electromagnetic, sunt; valabile relaţiile: 
a) P E €i A; <= €5 Ai = 2c, A" =0 
b) Fy, = e; A4 = €4 A; = 0 (2.20) 


care, inlocuite in ecuatiile Maxwell cu surse scalare (2.17.a,b), ne con- 


duc la componentele potentialului A, de forma 
a) A; = — (09) 'Gled) — (e:9)0) 
b) Ar = —5- (99) (A49) — (e19)9) (2.21) 


Considerand acum campul scalar complex ¢ descris de functiile reale F 


şi G 


a) $ = Fexp(iG) 


b) $= Fexp(-iG) , (2.22) 
adică componentele lui A, de forma 
1 
a) A; = -—eiG 
e 
b) Ay = Luc : (2.23) 


se obţin, prin înlocuire în ecuaţiile Klein-Gordon (2.16.a,b), următoarele 
ecuaţii de câmp pentru funcţiile reale F şi G: 
a) AF — 02F — mF = 0 
AC (2.24) 


ANB IUL OR 
cu A laplaceianul pe varietatea ys adicá 


2 PADANA i ; TRER 5. “u jor 
2 De E 42.200 
s 00? F 2 cot(20) Ap * cos? 0 Oe? + sin?0 08 


unde s-a notat 


Câmpul Scalar pe S? x R 69 


In sfârşit, sistemul de ecuaţii Einstein (2.19) devine: 


1 
aa tA = re[2 ejF ejF (euf e" F + maF?)) 


3 
qi TA > rol e; FaF + (e4F? + mo?) 


e; F e zt) 
€i Fe,F zzi (2.26) 
unde nu se sumeazá după i = 1,2,3. Ecuațiile (2.26.c,d) implică 
eF=0;1=1,2,3 (2.27) 


Deci, sistemul final pentru funcţiile necunoscute F şi G va fi 


a) OF 4 m;F =0 
b) AG-0?G=0 


Solutia pentru G de forma 


) (Fio mpi = (az A) 
d) (3LF)? + mF? = -G - A) (2.28) 
G = G(0) + A(o) + B(8) + T(t) (2.29) 


pentru care modul longitudinal fundamental al lui A, este obţinut prin 
înlocuirea laplaceianului (2.25) în (2.28.b) si impunând 


2 d 
OE + 2e0t(20) = 0 


0 


00 pată ub 


= 0, 


(2.30) 
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capătă expresia 


c= 


hol 


In(tan 0) + nya + no — Et , (2.31) 
unde k E € R şi ny, no € Z. 


In continuare, vom calcula fluxul magnetic folosind o curbá inchisá 
j 


cu punctul de plecare (9, ao, o) si cu punctul final (0o, ao+27, Bot 
27), cu ajutorul relatiei uzuale 


p= f Aw (2.32) 
gi vom obține 
1 
p= z lC, ap + 2T, Bo +27, t) — G(0o, ao, Bo, t)] (2.33) 


care ne va conduce la următoarea cuantificare geometrică, naturală, a 


fluxului magnetic, pe spatiu-timpul S? x R 
p= 7 (n + no) - (2.34) 
In sistemul (2.28), ecuaţia (2.28.a) admite soluţia. 
| F = Fosin(mot + £o) (2.35) 


care reduce ecuaţiile: (2.28.c,d)) la forma concreta. 


i ; | 
a) az — A= Rome, cos(2my + 269) 
By S N= rambo (2.36) 


. Aşa cum era de aşteptat, deoarece s-a lucrat în cazul static, ecuaţiile 
nu admit o.solutie exactă. Componentele Ti; şi Faa exprimând. 
fectiva a câmpului. scalar complex, se poate 


Einstein | 
fenomenologic contributia e 
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aplica o: mediere in timp, im mod similar celei pentru măsurătorile în 


curent alternativ, adică 
l os? 
0-3 Í f(t)dt , T = 2x/mg (2.37) 


Aplicând această procedură lui (2.36:a), vom obține o interpretare ge- 
ometrică a constantei cosmologice, aceasta. fiind. legată de raza. sferei 
prin relaţia: 

1 


In'aceste condiţii, ecuaţia. (2.36.b) furnizează expresia amplitudinii câm- 


o Pl (2:39) 


amg, 
Aplicând acum relaţia: de mediere în calculul! sarcinii. electrice a 


pului scalar complex. 


cuantei campului scalar 


Mo [2%/mo Kr Gees pe 
a] H A dS: dt = 2.40 
2m f ; (55) 4 e ( ) 
unde: 5 i 5 
dS, = E sin(28)dădad! bs Iuis(2:40) 


iar componenta a patra a densității de: curent: 

în = ie(9(040) — (eu) (2:42) 
fiind, din (2:22.a,b), (2:31) şi (2.35), de forma 

În = 2e E Fo sin(mot + £o). (2.43) 
obţinem, după P eo elodia (2:40), următoarea relaţie 
importantă pentru energia: modului considerat, 


Kom, (2.44) 


p= 


2a 
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Expresia funcţiei de undă pla, B, t), în cazul k = 0, adică 


$(o, B, t) = ZE e 


2 
nia + N9/3)) exp(—i 204) sin(mot + £g) 


2a 
(2.45) 
mediată în timp 
JEEE exp(i(nio + n26)) 1 — exp(—im&omo/ a) 
(9) = ¥2/ro 2mmoa 1 — (&Komo/(2a))? ane 


este diferită de zero, punând in evidenţă o valoare specială a masei 
induse de câmpul gravitational static corespunzător lui S? x R; pentru 


modul longitudinal fundamental al potenţialului vector A,, de forma 
Mo =— (2.47) 
Ko 


Trecand la limita in (2.46), vom obtine deci 


ecu = =i enplilmsa+m26)) (248) 


Se observă că energia totală a sistemului considerat, calculată in 


mod uzual ca 


H = Ta d$; , : (2.49) 
S3 
unde dS, este dat de (2.41), iar T44 din (2.15) este 
T44 = ef e4F + mek? = ame Fè 5 (2.50) 
are expresia » PSI zii 
E=H= | nes (aan) 
k CY. nip/gMslaqueini «Ko ot 


2% 
i 


care coincide cu masa Mo evidenţiată mai sus. . 
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2.2 Cuantificarea campului scalar complex 
pe varietati spatio - temporale cu timp 
ortogonal şi 3 - suprafeţe compacte 


Spre deosebire de cazul cuantificării câmpurilor în universul Minkowski, 
dezvoltarea completă a teoriei cuantice a câmpurilor materiale, surse 
ale câmpului gravitational, pe varietăţi spatio-temporale cu structură 
generală, este încă departe de o formă definitivă, reprezentând, în con- 
tinuare, un deziderat, ştiinţific [7,8]. Principala dificultate în calea 
unei generalizări naturale, pornind de la teoria cuantică pe background 
minkowskian, provine din caracterul semiclasic al Teoriei Relativității 
Generale. Aceasta descrie necuantic câmpul gravitational prin inter- 
mediul componentelor canonice ale tensorului metric fundamental, ex- 
primate în sistemul hărților locale compatibile care formează atlasul 
maximal al varietátii spatio-temporale considerate. Din această cauză, 
care reflectă caracterul fizic universal al interacțiunii gravitaționale, 
orice camp material încetează de a mai fi efectiv liber, aflându-se mtr- 
un cuplaj minimal - V4 (în acord cu conexiunea Levi- Civita) cu câmpul 
gravitational einsteinian, considerat ca un câmp exterior de tip cla- 
sic. Imposibilitatea eliminárii globale a cámpului gravitational, prin 
definirea adecvatá a claselor reperelor olonome global echivalente, in 
raport cu care ecuaţiile de migcare ale câmpului material au formă 
minkowskianá, induce imposibilitatea reprezentării integrale, de tip 
Fourier, a operatorilor de camp H(z), $ ca soluții fundamentale ale 
ecuațiilor Buler - Lagrange 


1 9 { — eor) ec (2.52) 
—g Em ( e a.) ag 
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OL a la SAR ei AL 
V=9 Oa" ( n m E Oo (2.53) 


în spaţiu - timpul (M, g) de tip V4. Se obţine drept consecinţă directă 
invalidarea funcţiilor cauzale minkowskiene DOG 
ai câmpului material liber. 


T, x) drept propagatori 


Din multitudinea de modele spatio - temporale, aparţinând diverselor 
clase de soluţii exacte ale ecuaţiilor Einstein, modelele statice, cu direcţie 
temporală plata şi hipersuprafatá de gen spatial, 5°, ortogonala si com- 
pacta, permit elaborarea unei metode unitare, cu un înalt caracter de 
generalitate, pentru cuantificarea câmpurilor materiale, bazată în spe- 
cial pe reprezentarea operatorilor de câmp, ¢ şi ¢, sub forma unor 
dezvoltări seriale după setul complet; şi ortogonal al funcţiilor proprii 
{A,(#)} ale operatorului Laplace - Beltrami A definit pe subvarietatea 
spaţială X> [9]. 

Fie spatiu - timpul (33 x R, g), inzestrat cu metrica staticá, de 


directie temporala plata LJ 
ds? = gijda? da? — (dt) ; i,j — 1,3 (2.54) 


structura geometricá background in care evoluează câmpul Klein - Gor- 


don (2), descris prin functionala actiune relativist V, - invarianta 
Sio $] = [ £6 2] dQ ; dQ = -Vg dz! ^ da? Ada Adt, (2.55) 


cu densitatea de lagrangeian 


£299. by — On du mo ——— (2.56) 
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şi tensorul conservativ impuls - energie - materie 
a) T5 =¢, Pitoy ói—95[9 9 Os =i Oe + mepo) 
b) Tia = bi ba tóa Qi 
. xu k — — o> 
c) Tas SEN] KONS Ps +t Pst oF moe $ (2.57) 


Aplicarea principiului Hamilton de stationaritate a functionalei actiune 


S{é, 6] conduce la ecuaţiile Klein - Gordon pe (E? x R,g) : 


a) Fi 3 —[v-99" 30.5] — Patt T med = 0 


b) = 2 —|V-99"¢,;] = Qs — mo er (2.58) 
adicà 
Ap- pu- med = 0 
AȘ — fu —mió = 0 (2.59) 


unde A reprezintă sa aie ce - Beltrami 


"E a azi V9 7 zi Ge 


definit pe Boedo de gen spatial ye Utilizand Scriu integrarea 


ecuaţiilor Klein - Gordon pe 53 x R, g) metoda Fourier de separare a 


variabilelor 


glz") = A(z’) T(t) 


Sec cUm a 
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rezulta, pentru operatorii â i$ 
» pentru operatorii de câmp $(x) si (z), următoarele expresii 


a) (x) = > [oe exp(iwit) + £2 exb(-iost) Aa(z*) 


x b. (si îi 
b) (x) = » am exp(twyt) + -w exb(-iost) Aa(z*) 


(2.62) 
in care 
b (îi) = a (m) 
b(n) = a(r) 
V = JVosde Ada? Ada? 
wa = yà mo (2.63) 


iar (A2, Az(2:)) reprezintă setul complet de valori şi funcţii proprii 
ortonormale corespunzătoare descompunerii spectrale Laplace - Bel- 


trami - 32 
a) AAg(z*) + MAs(z*) =0 
b) [ As?) Aala) VEB de! Nda? nda” = 8 — ri) 
x ; " 
(2.64) 


Dezvoltarea metodei de cuantificare canonică a câmpului Klein - 
Gordon pe (£? x R,g) are la bază următoarele relaţii de comutare, la 


t fixat 


Q(T, t), (x, t)] = ió(z^ — 2") 
[hs (a, t) 


a) $ 
b) [pe (25,0), O(a’, t)] = iô (T: — z^) (2.65) 


pe care trebuie sá le satisfacá operatorii de càmp plat, t), (a, t). 
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Sa analiza acum relaţia de cuantificare (2.65.a). Utilizând expresiile 
(2.62), avem 


e [ba Gi) exp(iugt) — b (ri) exp(—iwat)] 


[a (m) exp(iwat) + a. (m) exp(—iwmt)] A; (^) As (a7)— 
ae 5 S (a (mi) expliwmt) + a. (ri) exp(—iwmt)] 
[b4 (7) exp(iwst) — b. (ri) exp(—iost)|As(z)A (a7) = 16(z* — ze] 


ceea ce ne conduce la urmátoarele relatii de comutare satisfácute de 


operatorii de creare şi anihilare (b,, a_) si (a4, b_): 
a) [by (a), a-()] = 60 — ri) 
b) [b (6), a,(m)] = —é(r — m) 
c) (G0. a(i) —-G), a (0) 0 — (266) 


si la urmátoarele relatii de completitudine de tip Plancherel - X? : 
» (z^) A = é(z* — z^) (2.67) 


Relatia de cuantificare (2.65.b) conduce, datoritá caracterului antisi- 
metric al comutatorului si al caracterului par al functionalei Dirac, la 
aceleasi relatii de comutare (2.66) si la aceeasi relatie (2.67) de com- 
pletitudine a functiilor proprii ortonormalw As (25). 

In continuare, considerám operatorii de càmp (x), d(z). Utilizând 


„relațiile de descompunere în frecvenţe pozitive şi negative 


p(x) = b4(x)+¢-(2) | 
B(x) = $,(x) 4 9-(z) 


(2.68) 
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se defineşte produsul normal a] celor dui operatori sub forma obişnuită 


N{G()] = 9, Ebs (2) +7, (5)6- (») + d (28. (5) +9. (2)4- (2) 
(2.69) 
care corespunde actiunii la dreapta, intai a operatorului de anihilare 
şi apoi a celui de creare. Evident, din cauza relaţiilor de comutare 


(2.66.c), în cazurile 9, (z)9, (x) si 9. (7)9 (x), ordinea de acţiune este 
indiferentá. 


Definind, in baza invariantei globale U (1) a densitatii de lagrangeian 


(2.56), componentele 4-vectorului densitate de curent electric 


jt = eg!" [$6 —0,, 9] (2.70) 


adica 


a) ji = ieg” [ph —$,5 9) 
b) ji = —iel$ós -pn 2] (2.71) 


se poate exprima operatorul de sarcină Q a câmpului Klein - Gordon, 
în spaţiu - timpul X? x R, prin relaţia | 

a 3 È 

On i! No] dS, = jt Jalie) NB — Gnd] dz! Ada? ^dz 

Ee des Pag o | (2.72) 


ceea ce revine la 


Q = e Xa Je E Nio) exp(iwzt) + b- (7) exp(—iwzt)) 
(a, (1) exp(—iwmt) — a- (m) exp(—iugt))]Aa (25) Am (2*)d2' ^ da? A da3— 
— „i [ea N((b, (ri) exp(iwat) — b- (7) exp(—îwat)) 

e Dam Je 3 Vian ((b.. CONI 


(a, (rri) exp(iwiat) + a- (m$) exp(—twrat))]An(2")Am( 
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se defineşte produsul normal al celor dui operatori sub forma obişnuită 


NPE) = 9, (2)9. (2) + 9, (29. (x) + $«(7)0. (z) + 9. (2)9.. (z) 


(2.69) 
care corespunde actiunii la dreapta, intái a operatorului de anihilare 


şi apoi a celui de creare. Evident, din cauza relaţiilor de comutare 


(2.66.c), în cazurile $ 4 (2)04. (x) si 9. (7)0.. (1), ordinea de actiune este 
indiferentă. 


Definind, în baza invariantei globale U (1) a densităţii de lagrangeian 
(2.56), componentele 4-vectorului densitate de curent electric 
qt = ieg"" (bby —by 4] (2.70) 
adicá 
a) jt x ieg” [99 —$,; $) 
b) j* = iefp -pr 4] (2.71) 


se poate exprima operatorul de sarcină Q a câmpului Klein - Gordon, 


în spaţiu - timpul X? x R, prin relaţia 


_ ff wilds, = [ /<g(<ie) N Go, — 4d] dz! A dz? A dz? 
Q= |N U d fava A (2.72) 


ceea ce revine la 


M ev e (tz a (acad) 
Q = é aa ho 55 [o8 Mx (ri) exp (ont) + b- (1) exp( 7i 
(a, (m) exp(—twmt) — a- (m) exp(—iwmt))]Aa (25) Am (2*)da! A dz? A da?— 
-e Sam ho DE yE N (0 (5) exp(iunt) — b- (i) exp( tunt) ; 
(a, (1) exp(iumt) + a- (m) exp(—iwmt))]As(2*) A (2*)d' ^ dz? ^ dx 
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adica 
Q =e J [a4 (ři)b- (ñ) — b, (ii)a.. (si) (2.73) 
ñ 
expresie ce evidențiază natural operatorul număr de particule NEP 


NS) = a, (ñ)b-(ř) (2.74) 


gi operatorul număr de antiparticule NC? 


NL? = b, (ii)a. (ii) (2.75) 
Pentru a determina forma completă a propagatorului câmpului scalar 
- complex de masă nenulă, in cazul cuantificárii în spaţiu - timp (X? x 
R,g), se pleacă de la expresia cunoscută a produsului cronologic al 
operatorilor de câmp ¢(%), (xz), adică 
T[$(z)9(z)] = (2.76) 
N ((2)0(2)] + OE 0[6-(2), o+(a)] — 9(t — DE), v-e) 
in care se calculează cei doi comutatori, ţinând seama de relaţiile (2.68), 
(2.62) şi (2.66) 
C Sas „a xo exploiwat)exp(iut). 
D- 6), as] a?) = 
exp(iws(t = Dat a) Na n? 
Se »» == As(z ) (2’) 


: -exp(iw,t) exp(—iumt) 
| (6. (z), 9-(z)) = ys ae 


nm 


(7), a- (ra) Antet Mal) = 
— exp(iwa(t — -Dz A. 


și 
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Obtinem astfel pentru relaţia (2.76) expresia 


TEG) 4(2)) = NGE) d(z)]- (2.77) 


y, 9-9 expl iwat = 0] + Ole =D) expl-iwalt- Do ny 
= oa Aga (77) An(a?) 
din care rezultá functia Green cauzalá DO (T, x) (propagatorul câmpului 


scalar complex cu masă nenulá pe X? x R ) ca valoare medie de aşteptare 
pe starea de vid 


D(z, x) = (OTET) o(2)]|0) = 


aS (t — t) exp[—iw,(t — t)] im — 1) exp[-ivg(t — t)] 


Ti 


An(z')An(a’) (2.78) 


2.3 Procedeul de cuantificare pe $? x R 


In cele ce urmează, rezultatele obţinute in acest paragraf vor fi con- 
cretizate la cazul cuantificării câmpului Klein - Gordon, pe varietatea 
spatio - temporală 5? x R, înzestrată cu metrica (1.179,183), pentru 
care operatorul Laplace - Beltrami (2.60) are expresia 
s o? 1o50h| 5» 
um ; a enam ag ein?) a 7s ee Qo? + sino as] = 
; (2.79) 


Ul 


ZA 
22 
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Utilizând (2.79) şi relaţia de descompunere (2.61), în ecuaţiile Klein 
- Gordon (2.59), se obţine forma explicită a ecuaţiei (2.64.a), pentru 
funcţiile dms ortonormale A;(2*) = A;(0, a, p) 

1 0? A5 1 RA, 
a a cos?@ Oa? 3: sin? 0f? ur 
+ a?(u2 — m2)As — 0 (2.80) 


inj 00 oj nante 
Aplicánd ín. ecuaţia: (2.80) metoda Fourier de separare a variabilelor 

An(9,a, 8) = O(0)A(o)B(8) , (2.81) 
se obtin pentru funcţiile A si B expresiile 


A(a) = exp(ima) 


cu m, mo € Z (2.82) 
B(8) = exp(imf) 
iar pentru funcţia © ecuaţia 
-— > (sina S 3) + lees Tum ch idi | 1s 
(2.83) 
Efectuánd, in ecuatia (2.83), schimbarea de variabilá 
z — cos(20) (2.84) 
si (PAR MS de functie | 
e(0) = (1 + z)"? (1 — z)"*Pu(z) , (2.85) 


se ajunge la ecuatia 


eaf - (ma —m) + (m +m 2d] $2 
feed Egma] = e 
| (2.86) 


82 


Gravitatie şi Câmpuri în Universul Einstein 


care admite structura spectrală 


Bir A 4 m m 
siis Dar (n iE en m ED) ;n€N (2.87) 


gi solutia regulatá de tip polinomial Jacobi 


U(z) = Porn) (z) (2.88) 


piam (a) = CI aay az S (142) (12) 


2^n! dz” 
(2.89) 
sunt polinoamele Jacobi de grad n. 
Introducând numerele cuantice 
mi = gm + m») 
1 
"D. e gm m m») 
j = ntm! 1:5 (2.90) 


şi inmultind membrul drept al expresiei (2.85) pentru functia O cu 


termenul factor 
1/2 


Îi + mn) = mn! 
(+ m) — m)! 
se obţine, luând în considerare şi (2.82), setul complet al funcţiilor 
proprii ortonormale {An(0, a, B) ; i = (j, mi, m)}, in raport cu masura 
ime 
Vg Bx = E sin(20) ddadg (2.91) 
ale operatorului Laplace - Beltrami - SAGE 79) 


O Yop exiit — mA Wi, 20) exert mo] 
; (2.92) 


= Di m0, ap) 
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Aici V = 27293 este volumul sferei S? iar W,2),,(20) sunt functiile 
Wigner 
G) (j  m/)t(j = mir] 
20 E mi+m fs m-m 
m(20) [Ge = m aa ail (cos 0) (sin 6) 
Fra emm (co (20))) (2.93) 


Evident, din (2.90) şi (2.87), rezultă spectrul energetic discret 


a 1/2 
Ug = [ma + a1 (2.94) 


Cu ajutorul functiilor proprii (2.92), se pot explicita relaţiile (2.62.2), 
(2.62.b), obtinándu-se forma concretá a operatorilor de câmp ¢(z), (zx) 
pe Sx R: 


rx $m us). 


j m--jm--j 
a_(j,m/,m) 


V 2ug 


p(z) 


+ 


0) D (0,0, B) (2.95) 


m!—-—j m==3 


T 2 : by (j, m, m) q 
= —————- exp(iwgt) + 
Bo) = XX x Bye e 
| mi ; ee 
+ ee epl ist) Dee (0: a, B) (2.96) 
iar, din (2.92) si (2.78) rezultă pentru propagatorul câmpului $(r) pe 


S? x R expresia concretă 


DO (7,2) = -5 5 S (205)! Ce t) + 


j mi—-j m--j 


+ 6(t-#) op a (t— 2) D, (0, à, B) Dj 


j S (0,0 8) 
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3.1 Câmpul Dirac in Universul Einstein 


In prima parte a acestui. paragraf, vom construi expresia generală a 
lagrangeianului Dirac, pe varietatea spatio - temporală S? x R, prin 


doua metode 


e Prima, utilizând formalismu! tetradic, ave ca punct de plecare lu- 
crarea lui D. Sen [1], în care sunt deduse expresiile lagrangeienilor 
pentru fermionii Dirac, Weyl şi Majorana. In ultimul paragraf 
al acestui capitol, vom dezvolta: acest: formalism în cadrul unei 
teorii SU(N) - gauge invariante, pentru fermionii de spin 1/2 si 
3/2, obţinând sistemul de ecuaţii: Dirac - Yang- Mills şi respectiv 
Rarita - Schwinger - Yang - Mills. 


e A doua metodá de studiu a fermionilor pe spatiu - timpul S? x R, 
initiata de M. Carmeli si S. Malin [2-7], are la bază simetri- 
ile globale ale acestei varietati. “Astfel, prin analogie cu spaţiul 


90 . . . 
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Minkowski, unde cele patru translatii formeazá un subgrup invari- 
ant al grupului Poincare, grupul corespunzátor lui S? x R contine 
un subgrup generat de ie, = id, si (Ji = (Li + Si), De 
altfel, M. Carmeli aplicase, anterior, aceastá metodá, a. pem 
de la reprezentarea de impuls la cea de moment cinetic orbital, 
la scrierea ecuatiei Schrödinger pe S? x R, pentru o particulá de 
masa mo şi moment de inerție Io, sub forma [2] 


> 


2 


op | On (3.1) 


unde operatorul moment cinetic orbital L este o functie de cele 
trei unghiuri Euler. In mod analog, ecuatia Klein - Gordon pentru 


particula libera 


lo 


Lia pă | 4060) = (lor)? o(t, 0) (3.2) 


cu y = (mo/Io)'/? particularizează pe (2.16.2) pentru A, = 0. 
Evident, in (3.2), 212 este laplaceianul pe S?. : 
Surprinzător este faptul că simetria maxima a varietatii S* si 
pástrarea separata a dimensiunii temporale plate simplificá mult 
problema formularii teoriilor de cámp pe acestá varietate, con- 
ducând la generalizári directe ale rezultatelor similare de pe spaţiul 
Minkowski. In lucrarea [4], M. Carmeli şi S. Malin aplică pro- 
cedeul descris mai sus şi în. cazul formulării ecuaţiei Dirac, pe 
care o scriu într-o forma analoagă celei de pe spaţiul plat” 


xi +ă +ilop)y=0 (3.3) 


vom completa ecuaţia (3. 3) în cadrul unei 


In cele ce “urmează, 
teorii soţ, 1)xSU (N V)- - gauge invariante, punând în evidenţă un 
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termen suplimentar ce exprima contributia efectelor gravitationale 


de spin. 


Consideratiile de mai sus au la bază faptul că varietatea grupului 
SU (2) este topologic echivalentă cu sfera $3. 
Intr-adevăr, pentru sfera 53, definită ca mulţimea punctelor cu 


distanţa la origine egală cu unitatea 


Goes (a 3 (zl, r, ză, a) c R! (21)2+ (22) + (x)? + (z^? & 1} 

(3.4) 
şi având simetria de rotaţie O(4) a cărei algebră Lie este SU (2) x 
SU (2), se poate introduce o aplicaţie de la punctele lui S? la elementele 
grupului SU (2). Astfel, orice element U al lui SU(2) se scrie, în funcţie 


de matricile lui Pauli (0;);=1,23 , sub forma 


U= rizo (3.5) 


cu T + 7? = 1, care este tocmai ecuaţia sferei S?, în spaţiul euclidian 


4 - dimensional. 

Pentru descrierea câmpurilor fermionice pe S? x R, trebuie să con- 
struim, mai întâi, în fiecare punct al varietăţi, un reper tetradic. Deoare- 
ce timpul este plat şi separat de componentele spaţiale compactificate, 
iar sfera S? este paralelizabilă, vom construi în fiecare punct de pe 


sfera S*, un reper format din trei vectori ortogonali, continuu peste 


tot. Vectorii 


X, = 210, + r’ — 220 — x50 
X, = —2°0, + 118, + z18 — 2*8, 
X, = 2280, — z!Ó + zid — 28 


(3.6) 


92 


Gravitatie gi Campuri în Universul Einstein 


formează un triad drept şi satisfac algebra 
(Xa, Xa] = 2X3 ; (Xs, X3] = 2X; Xs, Xi] = 2X5 (3.7) 


Triadul stâng (Y, Yo, Ya} se poate raporta la acesta prin opevatia 
de paritate 
Y; = PX, (3.8) 


şi conţine vectorii 


Y, = 2*0, a a, + 220 E 210, 
You = «9, + 218 — xO; — 128, 
Ys = -rA + rô, + 210, — 230, (3.9) 


satisfăcând relaţiile de comutare 
M, Yo] =-2% ; a Yo -25; Ya, Yi) = -2Y, (8.10) 
Se observa că ten forma următoarele combinaţii 
a) Li = = -Yj)- Ae ijn 
b) Ka (Xi FY) = ao, — 2184) (3.11) 


unde (Li K;)-i23 corespund, in limita razei sferei tinzand la infinit, 
celor 6 generatori ai algebrei Lorentz pe spatiul Minkowski 
a) [L5 Lj = icip L^ 
0) (Ki, Kj) = ie L^ 
c) [Li Kj] = Eijk? (3.12) 
Pentru (z* = 1), {Li}i=1,23 generează rotații în jurul lui zi, iar 


{K*}i-1,28 generează, translaţii în lungul lui ai. Rutaţiile in planele 
sunt. absente. 


(zi,24), corespunzând simetniilor boost, 


92 


Gravitatie gi Câmpuri în Universul Einstein 
formează un triad drept gi satisfac algebra 


UG, Xa] = 2X5 ; (Xe, X3] = 2X1 5 [Xs, Xi] = 2X5 (3.7) 


Triadul stâng (Y,, Yz, Y, 
de paritate 


} se poate raporta la acesta prin operaţia 
War PX, (3.8) 
şi conţine vectorii 
Ya = 20, — wd + 228, — 218, 
Yo = 20 + 210, — 210, — 229, 
Y, = -rð + 110, + 210, — 23d (3.9) 
satisfăcând relaţiile de comutare 
Mi, Yo] 2 -2Y; ; [Yo, Ys] 2 -2Y2 ; [Ya Yi] = —2Y> — (3.10) 
Se observă cá putem forma următoarele combinaţii 
a) Li = 5% - Y) = —ücijr tið 
5) K;— ; t Y.) = á(2*0; — 2504) (3.11) 
unde (L;, Kaos corespund, in limita razei sferei tinzând la infinit, 
celor 6 generatori ai algebrei Lorentz pe spatiul Minkowski 
a) 4L, Lj] = icit 
b) [KG Kj = teal 
€) [Li Kj] ies, KC (3.12) 


Pentru (z* = 1), (Li)i-i2a generează rotații in jurul lui zi, iar 
(Kia, generează translati în lungul dui 27. Rutaţiile in planele 
(a, 2%), corespunzând simetriilor boost, sunt absente. 

MCA 
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Baza duală, corespunzătoare tetradului (e) uà = UG, Xo, X, On} 
L . 

se va obtine din 


Ww" (ey) = 6 (3.13) 
şi este de forma 


w = cos(a + f)sin0cos0(do — dp) — sin(a + 3)d0 

w = sin(a + P) sin'0-cos0(da — df) +:cos(a + Ade 

ut = —cos? Oda — sin? 0d 

w = dt (3.14) 


iar cea corespunzătoare lui {Y;, Y2, Y3,0,) este 


T! = —cos(a — ff) sin0.cos6(da + dA) + sin(a — B)d0 

T? = —sin(a — f) sin€.cos0(do + dA) — cos(a — 0)d0 

T*. = cos? da — sin? bdp 5 

T xdi í (3185) 


In cele ce urmează, notăm :tetradul (3.14) cu w"(u = 1,4) si ex- 


primandu-l ca 
uk = uds" (x) =(a@,8,0,2) m= i4 (3.16) 
obtinem pentru elementul de arc 
ds! = grt” = gus" da da^ = gus da" dz (3.17) 


expresia cunoscuta (1.183, 179) 


ds? = cos? 0(da)? + sin20(dâ)2 + (d0)? — (at)? 
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Vom introd 
n u ' R s: H oa me . eae 
ce 1 - forma conexiunii de spin prin definiţia uzuală 
[opes STO 
du" = -wt Aw 
Ww = WU, mda" (3.18) 


din care, prin comparatie cu prima ecuatie Cartan 


du” + Tu Aw’ =0 (3.19) 
unde 
Wire = —E4nva = Euva4 (3.20) 
se obtine 
a) Wy =e P - we. E 
pv LhvpAQ 5 Wij = —EijktJ 
b) wis = 0 ,5j,k = ER (3.21) 


Forma $O(3,1) gauge invariantá a ecuaţiei Dirac pentru particula 


de masa M si spin 1/2 este 
(yw "Vm — My = 0 (3.22) 
unde derivata covariantá Vm are expresia 


UL qut (3.23) 


Vin = Om +5 


Deoarece matricea o poate fi exprimată în funcţie de matricile y prin 


relaţia 
oh” = 3 [fps a (3.24) 

expresia derivatei covariante devine 
Vin re Om Sy Lum” (3.25) 


4 
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sau, pe componente 


a) Vi = d zer nt 
b) Va = =, (3.26) 


ll 


Cu aceste rezultate, operatorul Dirac capătă forma 


Vp 


ll 


Um c 


t 1 Sk à .3 
= yen H 45h? y^ = yey + T (3.27) 


Astfel, ecuația Dirac, pentru particula de spin 1 /2, pe varietatea S? x R, 


este 


(nte, = Sax? = My = o (3.28) 


şi ea derivă dintr-un lagrangeian de tipul 


Ly = 5 (qa 9 Eep- PP = Mu 629) 


unde y este spinorul Dirac 
p= ( 2) | mais (3:80) 
Indicii A, A se ridică şi se coboară cu ajutorul tensorului antisimetric 
ELS DUE ( is 3 , (331) 


Spinorii cu două componente din (3:30) se transformă cu ajutorul 


reprezentărilor grupului SL(2,C), definit ca 


SL(2,C) = (M €GL(2,C) | det M = 1) (3.32) 


VA' c ME Up 
Va e (Mee (3.33) 


Dacă lac i ‘ici i (at iná 
la cele trei matrici Pauli {a }i=1,2,3 ce determină componentele 
spinului prin 


gi 


Si = 3 (3.34) 
se adaugă matricea unitate a° = Jp, vom obţine un set de patru matrici 
cu indici mixti, (c^ = (he) Ju-i4 SÌ încă unul, (o^ = (7%, zi 


definit prin 


„SL 4 
ll 
| 

s 


= Q (3.35) 


In funcție de acestea, matricile y în baza Dirac se exprimă ca 


Pr = (3 a) Emap sta C29) 


D 


Următoarele combinaţii 


Omg “(oto — g"g") (3.37) 


itemienirt 
şi respectiv 
a ba mu Toro” - a" a") (3.38) 
ce satisfac algebra Lorentz uzualà: 
[mur Gap] = — (Mwave — NB Iva 7 Nua Fup + MBF ua.) 
(3.39) 


(Cw, Yp] = = (pe — veu) 


Capitolul 3 Fermioni pe 5" x R 


97 


unde hy este metrica Minkowski (1,1, 1, —1), definesc operatorul mo- 
ment cinetic de spin prin relaţia 
S; = ; egy 0 = i Eir PY" cu i,j,k — 1,3 (3.40) 
Să revenim acum la cea de a doua metodă de abordare a teoriei 
fermionilor, având la bază metoda grupurilor Lie, propusă de M. Carmeli 
şi S. Malin, pentru formularea ecuaţiilor Schrédinger şi Klein - Gordon 
pe 5? x R. In acest scop, vom prelua ecuatia Dirac uzualá, de pe spatiu 
- timp plat si inlocuind operatorul impuls cu operatorul moment cinetic 
total 
J= Lits, (3.41) 


' vom obţine următoarea formă a ecuaţiei Dirac pe S? x R 
(Jn — Mhp = 0 (3.42) 
care, în urma efectuării calculelor, capătă forma:explicita 


(iy*0, + PL + YS; — M)p = 
3 
= (iA — segura — 2 nis - My =0 (3.43) 


Pentru sfera 5? de razá a, ecuatia Dirac se va scrie deci [8] 


1 


; y^ — Miy = 0 - (8.44) 
a 


unde termenul adiţional (3/2a)747°y;, absent in lucrările lui Carmeli si 
Malin, a efectelor gravitaționale de spin. Un see 
de termen c violeazá paritatea si nici simetria combinatà CP. Daca 
- MIC COD Universului, el este desigur foarte mic, dar este pod cà 
a jucat un rol important în stagiul primordial de evoluţie a acestuia. 


leen, Sa 
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Operatorii iha Sul, = O, ON TEUER relaţiile de 
comutatori [9] 
[L;, L;| = =e," Ly 
(L4, Lj] 


unde momentele cinetice {L;}, 


| 
© 


(3.45) 
i-13 coincid cu tetradul right - handed 
{e:},_73 introdus în capitolul 1. 

In sfârsit, funcția de undă V, element al produsului tensorial al 
spațiului Hilbert £? al funcțiilor definite pe S? cu S4, poate fi scrisă in 


funcţie de spinorii cu două componente ca 


y! 
2 y! 
dir es jo = ( v (3.46) 
yt 
Ecuatia Dirac (3.44) este echivalentá cu sistemul de ecuatii 
ow" > 1 3i 1 5 2 
PE MDC = —W -MW^ = 0° 
ap t ZLY br +i 
2 . 
ELT d.LW? + 3 pp +iM4! = 0 (3.47) 
ot 5 s 2a 


care, la fel ca in cazul minkowskian, la limita M = 0, se decupleaza. 
De asemenea, ecuatia (3.44) ne conduce la conditia on - shell 
de | ; 
D + M? + Tila + My) + 3 = 0 (3.48) 
3 
si la expresia simbolică a propagatorului fermionic pe $" x R 


E279 + ue = (2a) ga Qe (3.49) 
Sp YE 
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3.2 Zero - modurile campului de spin 1 /2 
in spatiu - timpul S? x R 


In cele ce urmează, vom rezolva ecuatia Dirac (3.44), pentru modurile 
de energie zero a cuantei câmpului nemasiv. După cum vom vedea, 
spre deosebire de cazul minkowskian, vidul fermionic pe varietatea $3 
este alcátuit din moduri statice netriviale, cu chiralitate bine definită. 

Utilizând parametrizarea (1.177) pentru sfera de rază a = constant, 
consistentă cu metrica (1.179), şi tetradul (Lu) ura satisfăcând relaţiile 
de comutatori (3.45), ecuaţia Dirac (3.44), pentru cazul static, devine 


By 3 45 E 
Y Ls + aa M = Nf = 0 (3.50) 


Vom alege pentru matricile y reprezentarea Kramers [10] 


qe EU aafo ns 
»-(21 m. (3.51) 


si, exploatànd simetria rotationalà (a + Ø), sugerată de operatorul La, 


vom exprima, în mod generic, soluţia statică v» ca 


veg 
Sp(a+ B) f» 

Dite) eese AVRO) 
Sala + P) fa(O) 3 


conditiile de integrabilitate impunand ca singura forma posibila pentru 


(3.52) 


funcţiile azimutale Sa si Sp pe 


Sala + B) = explin(a + /)] 
„cu Kk, 1) = const. 
(3.53) 


Sp(a + A) = k expfin(a + 8)] 
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De asemenea, acestea decuplează sistemul diferenţial, cunducând la 
următuarele ecuaţii pentru funcţiile S(O), fo(0), /3(0), f4(0) 


d și. 
dc. 2ncot(20)f, 20 , a=1,3 


df, 
2 + 21 cot(20)f,=0 , b—2,4 (3.54) 


împreună cu ecuaţia seculară pentru n 


n9 9 2 
na : (n? - 1) QE F B (r? + 3) =0,cup=Ma (3.55) 


Cele douá seturi de rădăcini: 


3j LL 
1,2 = 4 ae 1 2 (3.56) 
şi. 
3 m : 
Isa = a ti 2 (3157) 


vor corespunde soluţiilor 


y 


sina) eo Bta +A] eo [s +A) 


ll 


1 


= Os. © 


(3.58) 
0 
—á ; S aa cl fs 3 
p = € ^ sin(20) 4 Few [F(a +A) 
1 


exp li Fla + ,8) 
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şi respectiv 


4|. 0 i 
Ys = C 1 sin(20) 4*5 exp |-5(o 4 A)| exp E (a + 2) 
0 
(3.59) 
1 
SIRO EIE 28 qu HU 3 
V4 = C j | sin(20) 42 exp EG zs 8) exp E ris 4e 2) 
0 


Se observá fárá nici o dificultate cá periodicitatea in (a+/) reclamă, 


in mod clar, o solutie de camp de masa nula. In sfarsit, conditia de 


normare 


"7/2 . ; 
f Jj yY 2n? sin(20) d0 — 1 (3.60) 
0 


fixează constanta de integrare 


Mens A N 


In mod surprinzător, soluţia bispinoriala fundamentală {ya}, Ta 


(3.61) 


cu 


M = 0 conduce direct; la combinaţiile liniare 


ih aigis to sq gut s PES 
ye = zitta) =O) | sin(20)-3%4 exp |i (a A) 


= ooo 


(3.62) 


3 
sin(20)-Mtexp [i sta + 8) 


oroo 


pt = tac 
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Şi 
0 
p(n) ul Se al : 3 
me ghi) =i] o [sinn exp [i Ba 2) 
0 
(3.63) 
1 
(u 1 : 
per = a s — V4) = —iC ^ sin(20) /^ exp - “(a + D) 
0 


a căror chiralitate bine definită exprimă conţinutul vidului fermionic 
de spin 1/2 pe sfera S’. Spre deosebire de cazul minkowskian, acesta 
se constituie din moduri statice, netriviale, ale câmpurilor (anti) neu- 


trinice. 


3.3 O metodă algebrică, formal - pertur- 
bativă de integrare a ecuaţiei Dirac pe 
spaţiu - timp curb 


Generalizand rezultatele paragrafelor anterioare, vom obţine forma 
SO(3, 1) - gauge covariantá a ecuatiei Dirac pe o 4 - varietate diferentia- 
bilá pseudoriemanniana, inzestratá cu conexiune Levi - Civita si vom 


prezenta o metoda algebricá de construire, din aproape 1n aproape, à 


solutiilor dinamice corespunzátoare [11]. 
incá, o teorie cuantica riguroasă a gravitaţiei, fi- 


Desi nu exista, 
deopotriva, atat de Relativitatea Gene- 


zica contemporana are nevole, 


lá cât şi de Teoria Cuanticá a Cámpurilor materiale (deocamdatá fara 
ralá 
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gravitatie) 


pentru a descrie dinamica Universului la toate scárile sale de 
existenţă. 


Lucrări recente sunt dedicate efectelor cuantice de creare de 
particule in diverse modele cosmologice (Leigh si Rattazzi, 1995). Dar, 
ecuaţia Dirac fiind invariant conformal, precum cea descriind fotonii 
şi neutrinii, o expansiune izotropică a Universului nu dă naştere aces- 
tor particule. In Modelul Standard Cosmologic, plasma care umplea 
Universul, timpuriu era formată atât din bozoni cât şi din fermioni de 
foarte mare energie. Din acest motiv, formularea general covariantă a 
celor două ecuaţii, Dirac şi Klein - Gordon, precum şi integrarea lor, 
joacă un rol esenţial în surprinderea in vitro, la curburi şi energii mari, 


a dinamicii acestor câmpuri. 


3.3.1 Stabilirea convențiilor 


Metrica uzuală a spațiu - timpului 


dA odda (3.64) 
poate fi adusă la forma: anni 


“ds? = quu trezi gY - (3.65) 
prin definirea adecvată a tetradului dual pseudo - ortonormal 


E = ueda = E À ; (3.66) 


corespunzător, prin 


(3.67) 


(ut, e) = & 


bazei tetradice pseudo - ortonormale 
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In general 1 = TQ a coe ce 6 Cc e de ] 


Ve, = eater (3.69) 


cane S ie di e oa. MEE j 
alculeazá cu ajutorul primei ecuaţii de structură Cartan 


du^ = -T9 Aw? (3.70) 


în absenţa torsiunii, adică în cazul unei conexiuni simetrice. 


Deoarece, în rapor ială rigidă {w*@u? i 
; port cu baza tensorialá rigidă (ww ara; metrica 


8=7 (3.71) 
este constantă (minkowskiană), condiția metrică pentru conexiunea 
liniară T este 

Jab;c = 0 


sau 
Taye =O | (3.72) 


exprimánd cunoscuta antisimetrie, in primii doi indici, a coeficientilor 
de conexiune in raport cu un reper rigid. 

In acord cu Principiul Echivalentei, in formulare localá, orice ecuatie 
de câmp, Lorentz - covariantá in spaţiul Minkowski, poate fi exprimată 
într-o formă general gauge - covariantá într-un spaţiu - timp curb, în 
raport cu o bază pseudo - ortonormală, pur si simplu prin inlocuirea 


derivatelor parţiale cu cele SO(3, 1) gauge - covariante, adică 


On DONO Va (3.73) 


sau, utilizând notația condensata 


(yat ORs (3.74) 
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Astfel, ecuatiile Dirac in spatiul MInkowski 
Ys ta =0; Day = mj =0 (3.75) 
capata forma SO(3,1) - gauge covariantá 
Win +m) — 0; payt — mp =0 - (3.76) 
unde, după cum am precizat mai sus, 
Va = Pia + ie ri ; Da = Ya — pe bca, (3.77) 
Vom considera matricile Dirac, y, satisfăcând algebra 
Dao + WYa = Nav, (3.78) 
in cea mai uzuală reprezentare 
quc, = Bak 
MES (3.79) 


= 0 at 0 

"= Ae P= 3.80 
v-( 0: Jo Pm Cd eum: (3.50) 
o! fiind matricile Pauli. In consecinţă, y? = ys fiind în general definită 
prin 


5 


Pues T (3.81) 


a bread E 
Y m abd] Y YY, CU £1234,— —E 


cs ( E S ) (3.82) 


4! 


capătă forma concretă ` 
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3.3.2 Soluția dinamică de ordinul întâi 


In cele ce urmează, vom obţine soluţia ecuaţiei (3.76), printr-o metodă 
algebrică şi vom construi imaginea sa în spaţiul impulsului. 
Pentru început, să scriem soluţia dinamică de ordinul zero. Neglijând 


T în expresiile derivatelor covariante din (3.77), ecuaţia (3.76) devine 


Y" Vis + my =0 (3.83) 


putând fi tratată formal, la nivel algebric, ca şi echivalentul său minkow- 
skian 


DOY zs cm po (z) = 450; +m (3.84) 
Astfel, : 
D{ (z)[e?"] = i(f — im)e cup = y: p (3.85) 


zh * Ed 
si presupunánd cá [p? ) (2)] este inversul lui D) (a), rezultă 


1 [D (2)| zi (e?) (5 zi im) = ppt 


adica : e m. 
Hat a gem (3.86) 

deoarece 
(P + im)(p — im) =p m* (3.87) 


Scriem acum pe (3.76) sub forma 
1 a c 
VWa + mb = — Tet Y (3.88) 


sau 


D. (pe) = grila vo), (3.89) 


Capitolul 3 


Fermioni pe 5? x R 


107 
unde am utilizat identitatea 
yat = nye JE nya E noa + ied s (3.90) 
care aduce membrul drept al lui (3.88) la 
zu PFY = ; |n “Tate? — ee a Tea Vy el V (3.91) 
Definind conexiunea autoduală 
Tx = nsns NU ge Tua TT T zT Py, (3.92) 


efectuăm transformata Fourier a lui I* (x) si (a) 
1 1 Saya 
D GWe) = Soe ROTO im) | 
â(p' m?) e*9"a(5) d'agíy (3.93) 


Astfel, in primul ordin de aproximatie, solutia ecuatiei (3.76) devine 


P(x) = p(z) + x(x) (3.94) 
unde y(x) este soluţia de ordin zero a operatorului Ds (x) 
alp). i. 
e(z) = (nye ~ fet LO 2 3p (3.95) 


jar 


x9) = ci p ene 


"aos | asses inm 
6(p? + m?)e*** 9785) d'qd'p (3.96) 
Imaginea lui x(x) în spațiul impulsului : 
i/2 (å+ ô) + imu 
x0) = "Qus (aep eni 


Tala) (f + im) 


&(p* + m?)et7- P*a(p) d'ad'pd*z 
20 Meo 3 rP- p)? (9 + im)6(p? + m*)a(p) dp 
T — (200 J P2+m 
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capătă forma 
P nil dem QU, OD 
X«(P) =~ | peal? pe Ms d'p (3.97) 
p 
pe care este convenabil să o exprimăm în forma matricialá 


i/2 P+im 
x«(P) = E fim HIS ; f Tur =p) (D + im) 


1 
dp (3.98 
PRE, p ( ) 


In concluzie, solutia de ordinul intai (3.94) poate fi scrisá ca urmátoarea 
matrice 
P+im i/2 P+im 


Y+(P) = AER = (on)? P? + mă T*(P — p)" (p + im) 


dp 
Ip 

(3.99) 
Aceeaşi procedură poate fi urmată şi pentru partea adjunctă a 


ecuaţiei Dirac (3.76). Astfel, pornind de la 
- 1 - 

D_y(z) = pi w(x)yT*(z), (3.100) 

unde : 
D_ U(x} = pay? — mp (3.101) 

îl aducem pe (3. 100) 1 la forma 
u mes im)y Tog). 
= dr Une (3.102) 


D_ (x) 


Observam ca 


adm (Joel cem ER 3.103 
Daole? wits i 
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şi obținem expresia 
Xe) = as aw | at) (p° +m?) (p + im) T$ (q) 
p — d- im -i(p-q)r J4 74 
(p— gy a mi^ d'pd'q (3.104) 
care, in reprezentarea de impuls definitá prin 
1 à 
ONP cs HM =, iPx 4 
capătă forma a 
UP) = GE ato! me) + im) 
D= Q+ im Y n odios 
e. ga (p — q)) d'pd*q 
P+im 
2 ane 
dins | aa? +m) + mT ‘Gon me 
(3.106) 


adică 
i/2 dp eT. ; Em | 
Xr) = ü j ^T*(P 3.107 
xD seges Ji Jug, NOH TE gr ggg G0) 
Ca si in cazul precedent, este convenabil s să exprimăm, atât pe 
(3.106) cât şi soluţia î în primul ordin de aproximaţie, în formulare ma- 
tricială, adică 
Te, ; 


si ~ ala | 
» P+im 


(3.109) 
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Formali i 
Burm alismul dezvoltat, in acest paragraf este general in raport cu 
s Re Fourier generalizate ale componentelur 1-formei de conexiune. 
stfel, de îndată ce s-a obţinut setul complet, ortonormal, de soluţii 


ale ecuaţiei Dirac neperturbate (3.83), orice câmp gravitational poate 
fi inclus în teorie, ca o perturbatie. 


3:4.  Geometrodinamica SO(3,1) x SU(N) - 
gauge invariantă.a câmpurilor Yang - 
Mills.si Rarita - Schwinger 


Acest paragraf îşi propune să ilustreze modul în care prin metoda al- 
gebrelor Lie, motivată de proprietăţile de simetrie înaltă ale sferei S°, 
varietate a lui SU(2), se poate construi o teorie SO(3,1) x SU(N) 
gauge - invarianță pentru câmpurile fermionice de spin superior. In la- 
grangeianul Rarita- Schwinger, SU (N) - gauge invariant, vom pune: în 
evidenţă o serie de termeni suplimentari, absenţi în teoria minkowskiană, 
datorati efectelor gravitationale de spin gi alegerii bazei pseudo - ortonor- 
male [12]. 

Pentru sfera S?, cu raza unitate, vom folosi parametrizarea (1.177), 
consistentă cu metrica (1.179). Proprietăţile de simetrie ne sugerează 
ului right - handed {e;};-13 satisfăcând relaţiile de co- 


utilizarea triad 
= 8, vom introduce baza 


mutatori (1.181). Prin adăugarea lui e4 
tetradicá pseudo - ortonormală {e,,-7a} ce satisface algebra SU(2) x T 
porale). 


(unde T reprezintă grupul translatiilor tem 
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Formalismul dezvoltat. în acest paragraf este general în raport cu 
imaginile Fourier generalizate ale componentelor 1-formei de conexiune. 
Astfel, de îndată ce s-a obţinut setul complet, ortonormal, de soluţii 
ale ecuaţiei Dirac neperturbate (3.83), orice câmp gravitational poate 
fi inclus în teorie, ca o perturbatie. 


3:4. Geometrodinamica SO(3,1) x SU(N) - 
gauge invariantă.a câmpurilor Yang - 
Mills:si Rarita - Schwinger 


Acest paragraf îşi propune să ilustreze modul în care prin metoda al- 
gebrelor Lie, motivată de proprietăţile de simetrie înaltă ale sferei S?, 
varietate a lui SU(2), se poate construi o teorie SO(3,1) x SU(N) 
gauge - invariantă: pentru câmpurile fermionice de spin superior. In la- 
grangeianul Rarita- Schwinger, SU(N) - gauge invariant, vom pune în 
evidenţă o serie de termeni suplimentari, absenţi în teoria minkowskiană, 
datoraţi efectelor gravitaționale de spin şi alegerii bazei pseudo - ortonor- 
male [12]. 

Pentru sfera S?, cu raza unitate, vom folosi parametrizarea (1.177), 
consistentá cu metrica (1.179). Proprietátile de simetrie ne sugereazá 
utilizarea triadului right - handed {e;},_73 satisfácánd relatiile de co- 
mutatori (1.181). Prin adăugarea lui es = ð, vom introduce. baza 
(ema) ce satisface algebra SU(2) x T 
le). 


tetradică pseudo - ortonormală 
(unde T reprezintă grupul translatiilor tempora 
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Fie G un grup Lie simplu cu algebra Lie asociată 
(oT) ISTE abc En (3.110) 
Tensorul Yang - Mills corespunzător 
Fw = eA — GAD + gfEAA 4 9 Capa A9 = 
= Fo, +2 ecua Ace (3.111) 


comparat cu forma sa uzuală minkowskiană, pa pv» Conţine un termen 
suplimentar, datorat necomutativitatii vectorilor lei 
In consecintá si lagrangeianul Yang - Mills 
Ermia a = (E AA SNEH + 20044 Ap) = 
SE ASE eA Fu Are 2(A2 At — AÇ A$) (3.112) 


conţine termenii suplimentari, SEO È. a A*^ —2(A8 A9— A0 A1), absenţi 
în spaţiul Minkowski. 

In spaţiul plat, particula de spin 3/2 este descrisă de lagrangeianul 
Rarita - Schwinger 


à ji ds unte XC | 
- Las = 25 PA) Y5 Ypðu y (3.113) 


Aga cum am arátat in primul paragraf al acestui capitol, formula- 
rea teoriei pe S?, presupune trecerea de la reprezentarea de impuls la 
honte de moment cinetic. In consecintá, vom inlocui derivatele 
obişnuite (0, ) cu operatorii moment cinetic total ( J,) dati de lati 
(3.41), unde operatorii de spin se exprimă în funcţie de matricile Dirac 


(VW) prin 
i „map — 2 faa 3.114) 
Sy = gena D? TO 4 [» , 1] ( 
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Forma SU(N) 


gauge - invariantá a lagrangeianului Rarita - Schwinger 
va fi deci 


1 4 
Lrs = 95 ey, Duy — ru FP" (3.115) 
Derivata covariantă 
Duy = Vit us ig BV , (3.116) 
in care am utilizat notatia 
B= AT, a Tm, (3.117) 
contine derivata covariantá Levi - Civita 
Vue = euy + WT voy (3.118) 


Cu aceste consideraţii, lagrangeianul particulei de spin 3/2 capătă 


forma explicită 


IM 


H H ES d pe i A 1 x 
Lrs = 5 HEM YS" fp le + Evoa Y — 4 noB Y Y^, 
Age e Uy Ba — n re | (3.119) 


conducând la ecuaţia Rarita - Schwinger pe S? x R, în formulare SO(3, 1)x 


G gauge - invariantá, 
1 2, 3 " 120 
e" wy (eu, + ig Bubu — ns ba + FHUP + (3.120) 
; T - 
x T + gb, =À 


Dacă se aplică în mod mecanic, fără a lua în considerare spinul, 
metoda descrisă de M. Carmeli şi S. Malin [4], se seg o ecuație 
Rarita - Schwinger de tipul i 


EPY moy (ej, + 1g Bubu = ‘0 (3.121) 
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omitandu-se termenii aditionali 


ee 8 3 1 
Dom Spybot + BUVI + FWY + oy", (3.122) 


Acesta apare în teorie ca rezultat al acțiunii următoarelor două expresii; 


* prima 


FR SP ape tă 1 3 jos 1 
Ts — 75757 Yrði — gay" d: z BY Ya ar guy ^v 


Ho 


(3.123) 
care in cazul câmpului Dirac devine —(3/2)ysy4, absent la M. 


Carmeli şi S. Malin, exprimă efectele de spin, 
e in timp cea doua 
Tr = —2yy,6] + 22a)" (3.124) 
este pur gravitational. 


In ecuaţia Rarita - Schwinger (3.120) considerăm 7 = i si avem 


j 3 3 3 Ă 1 A. 
e PP woo + 4g Bubu + guy ala 281 Ya + gsm Y, = 0 
(3.125) 


iar, pentru 7) = 4, obtinem 


eE (es + igBj ve = 397% = 0 (3.126) 


Rezultatele de mai sus pot fi particularizate pentru diferite cazuri 


de interes fizic, cum ar fi cel corespunzator grupului G de tipul SU(2), 


SU(2) x U(1) sau SU(3). 
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4.1 Câmpul Maxwell rotational simetric 


Scopul acestei analize este de a lua in discuţie diferitele soluţii analitice 
ale ecuaţiilor Maxwell, în spaţiu - timpul 5? x R static [1-3]. Motivația 
interesului nostru pentru câmpul vectorial nu este numai în scopul de 
a completa imaginea câmpurilor studiate în paragrafele anterioare, ci 
constă şi în faptul că fotonul este cuanta unui câmp tipic oricărei teurii 
gauge ce unifică principalele interacțiuni din natură, putând fi uşor 


generalizat; la câmpul Yang - Mills [4]. 


In continuare, ne vom ocupa de modurile transversale ale câmpul 
electromagnetic cu simetrie rotationala [1,2]. Metoda folosită conduce, 
simultan, la două cazuri particulare şi anume, la modurile longitudinale 


; 3. 9 ridi deerit Ak] 
de vid si la càmpul electrostatic cu simetrie rotationalá, pe S* x R. 
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4.1.1 Ecuatiile Maxwell cu si 
background S? x R 


metrie rotationalá pe 


Vo s . ^ ze : 
m utiliza parametrizarea (1.177), consistentă cu metrica sferei 5? , de 


rază a = const. € H4 ce posedă un grup de mişcare Gg = O(4) având 
vectorii Killing 


a) Ko) = cos(a F Ae "m sin(a dz B) ED ae a 09. 
Ja Op 
b) Keay —sin(o4- nf + cos(a + 8) | tan ge] — cot qe 
80 nmn 
c) K(3) = cos(a — B) — 9 + sin(a — f) | tan o9. + cot 0— g 
a ða 98 
d) Ku) = -sin(a — DE "mu cos(a — (3) |tan 0 — g + cot 0-— 2 
Oa 0f 
Qi 
c) Ki) = ys. 
(0) 
f) Ko = 88 | (4.1) 


In acord cu Principiul Cosmologic, considerând S* ca o hipersuprafatá 
de timp cosmologic constant, metrica lorentzianá a Universului S? static 
se obtine, evident, prin adáugarea unei directii temporale, ortogonale 
si plate, —(dt)? metricii (1.179) care acum poseda, pe langa vectorii 


Killing (4.1), unul in plus, time - like, 


Kn =a (4.2) 


ce corespunde invariantei in raport cu translatiile temporale. 


Ca si in cazul capitolelor precedente, vom lucra cu aceeaşi baza 


tetradicá, satisfacand algebra (1.186) [5]. 
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O soluţie rotational simetrică a ecuaţiilor Maxwell, pe spaţiu --'tim- 
a ; x : > 
pul S* x R, înseamnă practic un câmp electramagnetic ce satisface 
condițiile minimale de simetrije 


k Arik 
Sis No ey S e 
( fa ) Oa 4 
i Or® pase 
(Lo DE = 3 =o) ik =1,4 (4.3) 


in raport cu vectorii Killing (4:1.e,f), unde 
BE GAS GAL e (gigi. Hom A, — (4) 


sunt componentele tensorului electromagnetic F, în raport cu baza ten- 


sorială canonică 


â 6) 
— O = 4.5 
Ls > Oak ee (43) 
cu d! =0, 2? =a, 2° =f, 2 =1 şi prin -,; am motat EI Astfel, baza 
canonicá va fi 
Quen <0 
Or! — 00 
Oe EU, 
On? ^ a 
Quee up 
Oa —— Of i 
A ae os (4.6) 
Ons AL 


a UR E a ta d do had aes 
Deoarece orice funcţie definită pe S* este 27 - periodică, i si B, 


vom obtine, din (4.3) şi (4:4), condiţiile suficiente 


OA = 110 

Da 

WS ag ae an 
35 
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pe care trebuie să i ă i Â 
rebuie sa le satisfacă potențialul câmpului electromagnetic, A 
pentru a fi rotational simetric in spaţiu - timpul 5? x R. 


Astfel, componentele esenţiale ale tensorului electromagnetic au ex- 
presiile concrete 
; 1 OA? 
a) fl? = [Een : 
) E | 20 2tan0A | 


a 1 [o4 
D RS 5 |e + zeroa"! 


00 

1 OA‘ ðA! 

pire 104 MET TE 

c) mam Ot 
0A? 
aye res 
) Ot 
3A’ 

e) EM — EN (4 8) 


ce aduc ecuatiile Maxwell fárá surse 


= PL 25] a= (4.9) 


la forma explicita 


NER a 
a) ala a0 at | x 
1 9 (sin0cos0 | OA ð? A? 
eee ee : 9tan0A? = 
b) EA a? be js E at? 


Im) 


sin 0cos0 O0 a? oe 
1 0A‘ ðA! ; 
d) 2 {sind cos0 s 57 3 val =u (4.10) 


iar conditia de etalonare Lorentz devine 


2 A3 
1 eie = 12 «aA Bodom 0 


E 
[in 0 cos 0A] + —— = 0 (4.11) 


sin 0 cos 0 a 
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Din (4.10) 


este uşor 'vat că A j 
i gor de observat că componentele A , A? sunt deja 


decuplate şi de asemenea că ecuaţiile (4.10.a,d) şi (4.11) conduc la sis- 
temul 


a Aa = MAINS ei cl | ` 1 
) sin 0 cos 0 00 sin 0cos0 | A e 
) 1 04% de OA! C 
a? 00 OL sin cos (4.12) 


unde C = const € R, iar V(0) este potentialul càmpului electrostatic 


cu simetrie rotationalá, in spatiu - timpul (static) S? x R. 


4.1.2 Modurile longitudinale de vid 


Inainte de a trece la analiza modurilor transversale A’, A’, să inves- 
tigam, in detaliu, soluţia analitică a sistemului (4.12), deoarece ea va 
pune în evidenţă o trăsătură foarte interesantă a câmpului electromag- 
netic, cu simetrie rotationala, pe topologia S? x R, si anume, modurile 
(netriviale) longitudinale, de vid [1,2]. 

Inlocuind pe (4.12.a) în (4.12.b), obţinem pentru componenta A! 
o ecuaţie integro - diferenţială, care, prin derivarea ambilor membri în 
raport cu timpul, devine 


1 OAOA 


sinx Ox (nx Ox sin’ x T 9c 


(4.13) 


Cu 
(4.14) 


Al(x,t) = P(x)T(t) 
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obţinem, din (4.13), ecuaţiile 


dT : 
a) ap * €T =0, cuu — const. 


d Wr ap 2 
b ee : 
l bine =| + ( x S P = 0 (415) 


gi nu este o problemá sá remarcám cá se impune ca 
Oe A (+1); 121,2 
1 = ÉTI); 1=1,2,.. (1.16) 


pentru ca (4.15.b) s& reprezinte ecuatia diferenţială a funcţiilor Le - 
gendre asociate [6] 


siny gi! 


1 m 
FLEX) — "auf alecs) 


[(cos? x — 1)!] (4.17) 


Aceasta este o conditie.de cuantificare pentru o valoare dată a razei a, 
şi dispare în spaţiul plat, unde a — oo. 
Cu (4.16), soluţia lui (4.15.a) este de forma 


T(t) = al exp(—iwit) + a] exp(ivit) , al € C (4.18) 
si astfel, obţinem soluţia generală a ecuaţiei (4.13) de forma 
A'G t) = Sei (cos x) lal exp(—iwt) + aj exp(iut)] (4.19) 
=1 
tntroduennd (4.19) in (4.13), avem 


dV WC Au | id p (ua 1 e] 
dó sinx m EI = js oo sin?x/ | 


“fate — alei] e oe 


adică, din cauza lui (4.17), (4.16) şi (4.15.b), 


av aC (4.21) 
WO sinOcos0 ' 
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cu soluția generală 


VO = V+ a^C In(tan 0) (4.22) 


unde Vo poate fi recalibrat la Vo = 0 in acord cu V (3) = 0. 


Semnificaţia fizică a constantei C poate fi dată prin impunerea Teo- 
remei lui Gauss 


27 
i je Ea? sin0cos0 dadh = Q (4.23) 


unde £o = 1 (si de asemenea pp = 1, adică unităţi Heaviside). Q este 
sarcina electrică reală conținută în domeniul tridimensional, mărginit. 


de suprafaţa închisă, space - like, de 0 = const. şi t = const., iar 
BaS (Fi), (4.24) 


este intensitatea cámpului electrostatic, cu simetrie rotationalá, in ra- 


port cu tetradul pseudo - ortonormal 


TO 10 ^ 
e) = Oa = ae ; w' — widz' = ado 

: 1e xd ; 
€ = B. = RIS DA= dt = a cos do 

ee Sud ae 
ea = a = ee ; w’ = wida = asin d8 
5 1 OE ue s 4.25) 
C4 = i yi ae (it (4. 

Astfel 
(Far = C eR gügim m = epes guga F rage (4.26) 


si, utilizand (4.8.c) gi (4.12.b), obtinem 


app aGena (4.27) 
sin 0 cos 0 


iti 
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care conduce, di PA 
» din (4.23), la expresia lui C în funcție de sarcina electrică 
" € 


reală Q gi raza a a sferei S? : 
NUM (4.28) 


Intensitatea (4.27) gi potentialul (4.22) ale campului electrostatic, 


cu simetrie rotational’, i iversul 5% ătă 
t ă, în Universul 5? x R, capătă expresiile concrete 


27?a? sin(20) 
zs nc 
b) V(0) = -irg "(tan 0) (4.29) 


şi reprezintă, din punct; de vedere fizic, analugul expresiilor bine-cunos- 
cute pentru un câmp electrostatic, cu simetrie sferică, generat de o 
sarcină punctuală Q, în spaţiul Minkowski. 
Acum, considerând Q = 0 şi introducând (4.19) în (4.12.a), obţinem 
expresia componentei A‘ 
ex [22 
A: (x,t) = 2 im [P (cos x) — 2 cot xP; (cos x) 
[ai exp(—iujt) — àj exp(iut)| } (4.30) 


ce corespunde, impreună cu A! cat de (4.19), modurilor longitudinale 
(netriviale) de vid (deoarece P 14 := 0) ale câmpului electromagnetic, cu 


simetrie rotational&, pe topologia S? x R. 


4.1.5 Modurile transversale rotational - simetrice 
ale campului Maxwell 


După analiza de mai sus, ajungem, în sfârşit, la obiectivul principal al 


modurile transversale rotational simetrice, 


acestui paragraf gi anume, 
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observabile, 42, A*. ale câmpului electromagnetic, pe $? x R [1,2]. 


Utilizànd variabila 


2 = cos(20) (4.1 
ecuaţiile de câmp (4.10.b,c) devin respectiv 
2 PA? 04 PP? 
a) (1—a?)* 1— 3%) —— —- ——_ — Æ = 
) ( Dia x m Or 4 Ot? A ? 
a UOTA OA a? 0? A? 
b) (l= z)“ = 3n)—— — ——— _ AP = 
JS "mà Cig”) Ox 4 Ot? A 0 
(4.32) 
şi pot fi scrise într-o expresie unică 
OPA OA a? PA 
= DE (I —3z)——- — ——— — A=0 4.33 
E Un uM POE NT > 
deoarece, pentru 3 = x 
AEEA) (4.34) 
lar, pentru z = —2 
A(z,t). = A? (251) (4.35) 
Cu ajutorul substitutiei Fourier 
A(z,t) = Z(z)T(t) , (4.36) 


ecuaţia (4.33) se descompune în ecuaţiile diferenţiale, liniare, ordinare 
ae 


dt? 2 
RU e N DA c) -1]z ho 
Due ed VE (oa) ae | 2 


a) wT = 0 ; w= const. 
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unde (4.37.b) reprezintă o formă particulară a ecuaţiei diferenţiale 
dZ 
— m dZ 
(1 | T + [(b-a) — (Btax) g + n(ntb+a41)Z = 0, 


(4.38) 
cua, b > —1, n = 0,1,2..., satisfăcută de polinoamele Jacobi 


He) = Pe) = SF eae [a = crea + zn] 
(4.39) 


Comparând ecuaţiile (3.37.b) si (3.38), rezultă imediat coeficienții 
a şi b ca fiind 


b= 1 (4.40) 


Astfel, ecuaţia (3.37.b) posedă soluţia polinomială (regulată), pe [—1, 1] 


Z(z) = PQn() (4.41) 
pentru 
Dil ZG 1), n= 0,1,2... (4.42) 
a 


Introducand, pentru fiecare n € N, valoarea (4.42) a lui w în 


(3.37.a), obținem soluția 
Ta (t) = Deu) + G,exp(iwnt) (4.43) 


care conduce, impreuna cu (4.41) si (4.36), la soluţia (serială) generală 


a lui (4.33), şi anume 


Alet) = ŞI PON) [ns exp( int), + Grex (tel as) 
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Astfel, utilizând relațiile (4.34), (4.35), (4.31) 


simetrie a polinoamelor Jacobi 


; Şi proprietatea de 


Pita) = (-1) P(e) (443) 


am obţinut, prin metude analitice, componentele “active” 


a) 420,0) = Y PO (cos(20)) [aže tt + abe 


n=0 
b) A*(0,0) = S P9 (cos(20)) la? e*t + ase ge , (4.46) 
n=0 
GIGA ahs o € C, ale 4 - potențialului A, pentru campul electromag- 


netic, cu ee rotationala, fara surse (extinse spatial), in Universul 
SS I: 

Componentele esentiale ale tensorului electromagnetic poate fi obtinut 
direct din relatiile (4.8.a,b,d,e), utilizànd solutia (4.46), adicá 


p 


F°? = mos 


n=0 
t dunt +4 —2 aai] 


p* = d 2s o (Pi) (cos(20)) +4 2 cot OPS ees) 
5 i 


tea E3 ae 


E (e D(cos(20)) — 2tan ar eost20)] 


puso Do P9: (cos(20)) [a2 dette = aet] 
n=0 

F% = —i 52 wn PC (cos(20)) [ates sent — aset] (4.47) 
n=0 


si, exploatand relaţia de transformare 


".1€a«b6£4,. (448) 


Juss k alr 
Fah z= JEIEN idem 
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unde par | pütr inthe; 
parantezele pătrate reprezintá simpla antisimetrizare (fárá fac- 

tort iar 

1 1/2), iar (cau 7a este tetradul pseudo - ortonormal (4.25). 

Obtinem astfel componentele "tetradice" care sunt in relatie directá 
(la fel ca pe spatiul minkowskian) cu intensitatea câmpului electric [; 


şi cu inducția, B, a câmpului magnetic 


Bo > (Pai) 
pou (Fs), 
By = (Fu) 
Bo ei (Euin) (4.49) 


Astfel, în raport cu triadul orto - normal (ei, cz, es) din (4.25), 
structura câmpului electromagnetic analizat, cu simetrie rotationalá 


pe background S? x R, este descris complet de componentele 


E» = iY (awn) ) cos 0°" (cos(20)) [aže de tana — Cd 


n=0 
oo 

Es = iut Wn ) sin 0 PC (cos(20)) laic s MARE agent] 

B, = D sino (ptr teaste0) pasi east) 
n=0 


[axe -iwyl Jt a? cim d 


Sa | pd 1) f, Y = beng pO 0 
Bee = 2 [og (es )(cos(20))) 2 sin OPO) (cos(2 » 


ac j 


| Qorivnt 4 g? ex : (4.50) 


vectorilor E si B, modurile posedand spectrul liniar (4.42). 
zie, ecuaţiile Maxwell in cazul simetriei rotationale a câmpu- 


ic, în Universul Einstein, pot fi rezolvate, $i prezintá 


ale 


In conclu 


lui electromagnet 
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diferente majore fata de cazul minkowskian. Spectrul modurilor lon- 
gitudinale şi transversale este diferit, datorită curburii. In particular, 
modurile de vid longitudinale pot fi tratate simultan cu câmpul elec- 
trostatic rotational simetric. Evident, condiţiile de cuantificare (4.16) 


şi (4.42) dispar la trecerea pe spaţiul plat, când a — oo. 


4.2 Radiația efectivă a câmpului electro- 
| magnetic Des 


O caracteristicá incitantá care s-a desprins din analiza fácutá in primul 
paragraf fiind absenta radiatiei efective a càmpului, ne propune ca, in 
cele ce urmeazá, sá ne focalizám atentia asupra modurilor radiative, 


. H "nac rtr 
complementare, cu simetrie rotationalà. 


Lucrand intr-un gauge convenabil, vom elimina modurile longitudi- 
nale si vom reduce conditia Lorentz de etalonare la un gauge transver- 
sal bidimensional. In acest context, integrând ecuaţiile Maxwell, vom 
obţine componentele esenţiale ale tensorului electromagnetic şi ale vec- 
torului Umov - Poynting, precum şi densitatea de energie. In final, vom 


alege ca aplicatie concreta, cazul particular al modurilor excitate left. - 


şi right - moving corespunzătoare lui (n = 0; m = m/ = 1) Bl 
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4.2.1 Etalonul transver 


- i sal, bidimensional, rotational 
simetric 


Utilizând acceaşi parametrizare, (1.177) 


şi metrică lorentzianá (1.179), 
vom obţine, în cele ce urmează, 


soluţia de gauge transversal, bidimen- 
sional, corespunzătoare modurilor radiative complementare, cu simetrie 


rotaţională, ale câmpului electromagnetic pe background S? x R. 
Vom impune etalonul 


AUS CES (4.51) 


care reduce conditia de etalonare Lorentz 


UE Dai as (Vega = | Gen) 


la asa numita conditie de gauge transversal 


OA? 3A? 


e E N iá 4.53 
2 bog 0 ( ) 


unde toate componentele 4- potenţialului A sunt i în raport 
cu baza canonică (4.6). Cea mai simplă “soluţie” „netrivială a condiţiei 


(4.53) este 


dA?) 045 a SUEN ee (4.54) 
| Qa Ost ajibnuo aw 
adică | — aae barsani IKIT tree TH 
A = A, [a à ivctirztu i JA KH 
a AO, a, D. PE N 


LĂSA LCR Tv). DATED SOINS 
reprezentând practic simetria rotationala, complementară, a potentialu 


în Universul static 5% x R. 


lui electromagnetic, 
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In aceste condiţii, componentele contravariante | 


on (4.4) ale tensoruly; 
elect 


romagnetic, capătă următoarele expresii simplificate 


; 1 2 
QS a [ar - = 2tan 4 
a 
b) FR = 5 [os d 
a 
a? = da sin?) Of. 
; 3A? 
d 24 pee 
bet Ot 
9A 
QU CHA See. (4:56) 


aducând ecuaţiile Maxwell (4.9) la forma concretă 


: 2 E 9A 42] 
sini aicos 0100 [inteso E — 2tan0A il A 
T RA OU 
sin? 0 06? e DE 
1 0 oA all 
sin 0 cos 0 90 {sindcosd | 80 + 2cot 6 In + 
1 O43 PA 


2 | Y 
pm ea eas 


celelalte două ecuaţii, pentru i = 1 si 7 = 4, reducându-se automat la 


identitatea triviala 0 = 0. 


134 


G > * LI A sa 
ravitatie şi Câmpuri in Universul Einstein 


4.2 


2 + 3 Iv] . ee 
Solutia Senerala si expresiile componentelor 
esentiale ale tensorului electromagnetic 


Ca s * ^ M ^ 
de obicei când lucrăm in coordonate sferice, vom introduce variabila 
(4.31) si vom obtine pentru (4.57) expresiile echivalente 


& A? JA? 1/2 82A? 22242 

a) 0-2 "C — aa) eA dior OTA cal 07A 
aa ( nz arc om 1 op -A 2g 

QA = DAS — 1/2 GA? 92 A243 

b) (1-2? 0413594 . 1/2 _@ PA 
( aa WE io T EET unu 4:0 
(4.58) 


pe care putem sa le scriem comprimat ca 
^A OA 1/2 PA a?0?A 
25 (Ob Sp 5 a  S ay poe 
Oz? ( 2) Oz x I= 21002 402 doa (129) 


deoarece, pentru z = z si Y = f, avem 


Weg. 22) 


A(z,p,t) = A?(x6,t) (460) 
iar, pentru z = =T şi Y = Q avem : 
AM 9,t) = A? (z, a, t) p (4.61) 
Pentru a integra ecuația (4.59); vom aplica substitutia Fourier 


Ale pt) = Z2)0(0)TO (4.62) 


obtinand pentru (4.59) următoarele ecuaţii diferenţiale, liniare, ordinare 


2) Sf eT 0 (4.63) 
b) Gor eo = 0 
dp? > 5 
dZ d (2) -1-74 z= o 
Qu ees dal! na) e «| 2 l-z 
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unde jt = k?/2 si, pentrn moment, w, k € R. 


Datorită faptului că p este cvordunată azimutalá, sdhifia funda- 
mentală 

P(Y) = exp(iky) (4.64) 

al lui (4.63.b) trebuie să fie 27 - periodică, si astfel ik € Z. Pentru a 


integra (4.63.c), observa că z = 1 este un punct singuilar:al funcţiei 


f} = (=) -1- ts (4:65) 


I-<z 


şi de aceea soluţia Z(z) trebuie căutată de forma 
Z(2) = 0—2PUG), vea (4.66) 


Acum, introducând pe (4.66) in (4.63.c), ajungem 'larecuaţia 


D 2 qi ^ idu 
q@ — zy +, [(1 — 2v) — (34 27237 EL 


4 (2) a ju au 201 (467) 
B 2 = 


care ne permite să eliminăm singularitatea z = 1din 


g(z) = (zy Eau Dae (4.68) 
gee 2:7 2 
prin condiţia | | 

22 =p? e v? = (k/2) (4:69) 


Devarece pentru v < 0 solutia (4.66) diverge tin z = 1 (cel putin 


pentru U(1) 4 0), vom selecta numai 


1 | (4.70 
v = IRI e 


: 
| 
l 
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Şi (4.67) devine 


PU I 
(= t = Ikl) = (3 + |k]) J+ 


+ (=) ) 3-3 (8. «2 U - 0. (4.71) 


Comparánd (4.71) cu ecuatia (4.38) a polinoamelor Jacobi (4.39), rezultá 
coeficientii 


a. = hI" 
Dol (4.72) 
precum şi spectrul 
Un|k| = 2 n+ Il (4.73) 
nik = » 2 ole 
al modurilor stationare 
Unii(z) = FAROS i (4.74) 
(t) => Ank exp(—iwnjrjt) 3r bnk exp(tWyxt) i {ank bne bnew ec 


Din (4.62,64,65) si (4.74) obtinem forma explicitá a solutiei generale 
a ecuaţiei (4.59) 


AlO OS » x fa = z) 2 H pae) la aie mk + ba SEMI eie 
E (4.78) 
care mai poate fi scrisa ca 


A(z, v, t) == »» 5 fa — z) $ PUD 


n=0k=1 
[azotic e + ba C ge R d 


Fani) elke tenn’) 4 ba eiltetenet)]} 1 


+ = PO (z) [ance sei + boc! (4.76) 


Š 
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unde ultimul termen din membrul drept exprimă modurile transver- 
sale, rotational simetrice, deduse în paragraful precedent. Deoarece 


A(z, o, t) trebuie să fie o funcţie reală, adică 
A(z,y,t) = Ap), (4.77) 
obţinem pentru coeficienţii complexi {an4, 5,4) 567 relaţiile algebrice 


bn(—k) = ünk 
keN 
Qn(—k) = Bak (4.78) 


Astfel, din (4. 60,61,78) $ (4.76), rezultă expresiile complete 


Lopa = Y: Y: GU) LI (8.0) + RAD) + AO! 
A9(0,051) = XS 9 AZENO (6,0) Rr (0,9]) + At (6.9 


3 
i 
e 
RN 
Î 


| (4.79) 


138 


cu 


Zin (8) 
Z0) 
La (bt) 
L?" (o, t) 
Rr (8,t) 
Ry (o, t) 
Atoy(0, t) 


pentru componentele rotational simetrice ale potentialului electromag- 


netic, in Universul static S? x R. 


In ceea ce pr 
F, acestea se pot calcula direct din (4.101,102) si sunt de 


magnetic 


mco 
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(sin 0)" PP» (cos(20)) 

(cos 0)” p( m? (cos(20)) 

Gm EXP [i (MI — wnmt)] + Bem exp[-i(m8 — wnmt)] 
a? n exp[i(m/a — wnmt)] + a3, exp[—i(mMla — wnmt)] 
b? m exp[-i(mf + wnmt)] + bim exp[i(mB + wnmt)] 

5? n exp[—i(mla + Wnmit)] + Bem exp[i(m/oc + Wnmit)] 


Y; POD (cos(20)) [cà exp(iwnot) + Cro exp (iwnot)] 


SE PL cos(20) terunt) + E era) 
(4.80) 


iveşte componentele esenţiale ale tensorului electro- 
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forma 
i 1. ‘60 
Fa ges 22 22 UG (0) (9,10) + Ref, 0) + Fig 
CA 
FI m = > PAL Aa 0)[L?" (o, t) + R™ (a, t)) + Fo) 
a a ~ 
| = ea) CP 5 = (m zu) JIE "(o t) — RE (o,t)]) — 
CU i E (nz, (9.0 — REON 
ign zs -i Y > UA "n. (0) y 2 (8, t) xls Te (8, 0l ata Fo) 
coe HIT 
Pul = = Y y [onm Z 0)(L7" (o, t) E E?" (o, t)]) ++ iF, (0) 
n=0 m/=1 
(4.81) 
unde 
Xum(0) = ap )) = 2tan0: Zim 
d (+) 
Wr (9) - oz Z) (0) ) + 2cot 0 - Zim 
L™(B, t) ie TE exp[i(m/ — N] wu as ,exp[—i(mB X Wnmt)] 
L7" (o, 1). — "anu exp[i(mla — Wnmit)| — is exp[-i(m/o: — Wnmt)] 
R; (0, t) = ln exp[—2(m/f3 EI Wnmt)] — bon exp[i(m8 nm 9] 
qom be b j z mila ,t)] — b; mi exp[i(m/e + Wnmt)] 
R '(a,t) = pa, exp| i(m/a + Unm! n 
n (4.82) 


jar cà i elec- 
iar gempensnigiey RIS (0) Ko F 0) I ij ce curespund chiar câmpului ele 


1 T 3 
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cele din (4.56) generate doar de Atoy(0, t), Avo) (0, 1) 
Ie 


Le 
(0) =o D» | E (pe. P (cos(20))) — 2tan OP oso) 
ie, exp(—iwnot) + Gar exp(iwnot)] } 
1 oo 


Fo) ni 2 1 E, (po P (cos(20))) + 2cot arie eco) 


ie exp(—iwnot) + ey exp(iwnot)] } 


DPA cu 

Fo = -i 2 {wno pt: P (cos(20)) [2 Cno exp(—îtnot) — 25 exp(iwnot)] ) 
n= 

FQ) = —j > lo. oP ) (cos(20)) [e no EXp(—iwnot) — Bo exp(iwnot) Jl 


(4.83) 


Inainte de a trece mai departe, sá observám cá, omitànd ín (4.79) 
componentele rotational simetrice Ato Ao): solutiile complementare, 
cu simetrie rotationalá, A?(0, 8, t), A*(0, e, t) reprezintă, din punct de 
vedere fizic, superpozitia liniará a modurilor left-moving si right-moving, 
de polarizare a şi respectiv 3, corespunzătoare frecvenţelor pozitive si 
negative. De aceea, în sensul electredinamicii cuantice, ee 
amplitudinilor [aj Aia he p ru A) alk = mi} OM 
(b. bA] A = ae TM A= 3 >k >k =m), N va fi practic una 
operatoriala, adică | 

a? „ operator de anihilare Wel fotonii left - moving, cu polarizare a, 


= n 2 m 
momentul unghiular m gi energia 7 (n +1+ m) 
ets rator de creare asociat algebric lui aon: 
di, operat | | 


ator de anihilare pentru fotonii right - moving, cu polarizare 


b2 mn oper x 
a, momentul unghiular —rn şi energia = 2 (n +1+ 2) 


TIT! 
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2 A 
bam Operator de creare asociat, algebric lui b? 


nm 
nm, Operator de anihilare pentru fotonii left - moving, cu polarizare A 
j 
momentul unghiular i ‘via 2 mi 
ghiular m/ şi energia s dl 


(nm, Operator de creare asociat algebric lui a 


3 c ee . . 
br, operator de anihilare pentru fotonii right - moving, cu polarizare 


B, momentul unghiular —m/ si energia 2 (n +1+ m) 


nm Operator de creare asociat algebric lui b? 


După această digresiune, să ne întoarcem la aspectele clasice si să 


efectuam transformarea 


Ew = SELEN Judi Ent att ai pd (4.84) 
a componentelor esenţiale F'", date de (4.81), în raport cu reperul na- 
tural (4.6), la componentele esenţiale FE. ale tensorului electromag- 
netic, în raport cu baza tetradică pseudo - ortonormală (4.25). 
Deoarece în reperul rigid (4.25) componentele Fa sunt în “corespon- 
dentá minkowskiană” cu componentele ortonormale E, si B, ale ioter 
sitatii câmpului electric şi respectiv ale inducției magnetice (lucrând in 


unități Heaviside), adică 


E, m Jy, 3 
A STN = + £494 = 4.85 
le E d Foo » e d = 6^ 67 E pam i E128 l ( 
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vo T . E = À . r3 od 
m obţine: expressile vectorilor Æ si B ca fiind 


Ey = —acos0 F% 

Es = —asin F’ 

Bj = o?sinÜcos0F?* 

By = —asinür? 

B3 = a?cos0F? (4.86) 


ceea ce ne permite estimarea de tip minkowskian 


Sp = ES Ex Bg 
1 
W = 39 Fak ES Ba Bg] (4.87) j 


Concret, componentele (S, ) „=73 ale vectorului Umov - Poynting si den- 


sitatea de energie w, corespunzátoare campului electromagnetic cu 4 - 


potentialul A, complementar rotational simetric, in Universul Einstein, 


au forma 
S, = -a?[cos? OF? F^ + sin? OF F94] 
So = —a* sin? 0 cos F? F? 
$5 = à? sin 0 cos? OF F” 


i? T t 
wy = P (es (preme npe 
+ sin? [a (F°) + (F94y*] + a” sin? 0 cos? 0(F*)?} 
(4.88) | 
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4.2.3 Radiatia efectivă a campului electromagnetic, 


cu gauge transversal bidimensional, in Uni- 
versul S? x R 


Radiatia care conduce la prezenţa unor componente nenule ale impul- 
sului câmpului electromagnetic, cu gauge transversal bidimensional, pe 
background S? x R, se numeşte radiatie efectiva. Din punct de vedere 
matematic, ea corespunde acelor parti ale componentelor esentiale ale 
vectorului Umov - Poynting, care sunt rotational simetrice şi indepen- 
dente de timp. j 

Pentru a explica semnificația acestei definiții, să investigám dacă Sj, 
dat de (4.88.a) si (4.81.a,b,d,e) împreună cu (4.82), reprezintă radiație 
efectivă, în lungul direcției 0. 

Deoarece, în (4.88), contribuţiile modurilor a- şi 9 - polarizate sunt 


deja decuplate, este suficient să analiză, de exemplu, termenul 


SO = —a? cos? 0F'2 F” (4.89) 


adică 


2 
[Lm (3, t) Lm (8,0) + 1 (8,2) Rr (5.1) 


2 


+ Rm (8,2) 179 (6, 0) + RT (8,0) Rr (0, t)] (4.90) 


"n1 n2 


: oo oo m 2E 
SP = i cos? 0 Dec er (v uS F) Xmm (0) Zizma 8) 


n1,n2—0 mi ,m2=1 


unde nu au fost luate in considerare contributiile 


xe) n S X X (0) [Bm (8,0) Er onl] 


n,=0 m,=1 
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—a* cos? 0 1 —i 5 DE = (na +1 +m) 


n2=0 Mm2= 1% 
Ziama(0) [LR (8,0) + Re (6,0)]V FE , (4.92) 
—a? cos "OF OS Foy (4.93) 


deoarece nici una dintre ele nu este nici rotational simetrică, nici inde- 
pendenta de timp. 

Pentru a afla răspunsul este suficient să ne focaliză, din nou, numai 
pe termenii LL si LR, deoarece situaţia va fi similară şi pentru RR şi 
RL, 

Considerând termenul LL din (4.89), avem 


(4.94) 
Lr. (8, t) Eos (Bt) = 
= [a ei 8-2 Qi tit) +a me mac decere] 
ES nym, Ê 
m = _2 m2 
prc joue uU zm Grane see 2 (no4-14-55 22] ed 


E | | 2 m; i m» ])- 
= (numi (nam EXP {i [om +m) — a (m +m + TE 


2 
i — anımı Unam? EXP t [om = m) — 2 (m — ng mea atică LA) t|} + 
2 mi — m |} - 
nm Anzmz EXP f- [om — m) — E (m una i 


| + ma 
— numi nzm €XP (= ims +m) b- = (m + n3 +2 n encre rm) d 


Cum nı, na > 0 si mj, m» > 1, este clar cá primul si ultimul termen 
1» ) 


din (4.94) nu pot fi rotational simetrici si independenti de timp si de 
in (4. 
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aceea, integrarea lor, în raport cu /? de la 0 la 27, si apoi medierea in 


raport cu timpul cosmic, vor conduce la un rezultat nul. Cát priveste 


termenii al doilea si al treilea, ei sunt independenti de P si t, atunci 


cand m, = mo si n, = ng. Apoi, 


—|@nim, |? 35 ala = 0 (4.95) 


şi astfel, nu există radiaţie efectivă datorată modurilor left - moving 


LÌ. Desigur, acelaşi lucru putem spune şi despre contribuţia RR a 
modurilor right - moving. 


In ceea ce priveşte termenul LR, avem 


ERANO, t) Rp (8, t) E 


2 
S esa exp i (ma ie (n +1+ =) 2] 


m 
2 ma 
sh à, exp |i eq t p AP 


; ue exp |-i (ma ar à = (m FIE 5 2) j]|- 


2 mu 
Brome EXP i (map + 5 (m Jb E =) )]] (4.96) 


şi este simplu să observa că, în (4.96), nu există independenţă simul- 
tană de Ø şi t. Desigur, câmpul electromagnetic cu pane ener 
bidimensional, in Universul static S? x R, nu prezintă radiaţie efectiva 
pe directia lui 0. 


ului ov - Poynting, 
Să ne ocupă acum de componenta So a vectorului Umov - Poy 
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care devine 


So = —a? sin? 0 cos 0 


lem E mwZ uO) [Eau = i0] - 


ni =0 m4/—1 


a X X Zh, (0) [ie - fee, ol} 


n,=0m,=1 
Mol TE 
(= Do pi = (n + 1+ = ) Z (0) 
m2-07n15!—1 


[2 (0.2) + (a) + ri) 
(4:97) 


Din discutia de mai sus, observám cá modurile left - moving si right - 
moving, de polarizare a si respectiv /3, şi de asemenea termenul Fio) nu 
vor aduce nici o contribuţie la radiaţia efectivă, în direcţia a. Astfel, 


notând cu S(? partea de radiaţie efectivă a lui 55, avem 


i +2 00 oo / 1 
sh) = ee £ Sa DS mn c FIF m) 3 
; 1 


cos Ó n3,12—0 m, !,m2!—. 2 


ZE) (0) 259,9) [Em (o6) — Rr (cx, t)] [Ez (0 + Br (a, t)| 


(4.98) : 
ceea ce inseamná i 
—— m 9252, 2m-—-1 0 
so i E YA m (n qo» =) sin“ 0 cos 
n=0m=l j 
[PC (os(20))] [lt = no] - 
(4.99) 


Capitolul 4 Câmpul electromagnetic 


147 


deoarece 
(Er (o, 0) (a, 0) 
t Tm (r) 
(im (a, t) LF M t)) — 26nina6marmar animl 
m (r) 
(Rr (os t)R™"(a, bc 00 Snia, m| (4:100) 


Aplicánd exact aceeasi procedurá, obtinem expresia completá pen- 


Il 


(Rr (o, 057? (o1) E 0 


tru partea radiativá componentei $3 si anume 


SO = 4 > ym (n +1+ 5) cos? 0 sin?^-1 g 


n=0 m= 


[pin eoo lle ies P] (4107) 


In final, ca o aplicatie imediatá a ceea ce am prezentat páná acum, 
să analizăm modurile complementare, rotational simetrice, (n = 0; m = 
1), (n = 0; m/ = 1), corespunzătoare câmpului electromagnetic efectiv, 
cu gauge transversal bidimensional, in spaţiu - timpul S? x R, static. 
Deoarece 
P” (cos(20)) = 1 (4.102) 

rezultá din (4.73,79,80) | 
A5(0,8,t) = sin0 { ladjei ec? + age 16-59] + 

Petr) pt] 
Aa(0,0,t) = cos? { [ag e 6-59 + ase E 9] + 

4 [i eitt gg ees) (4.103) 


Cu n — 0 si m = m/ = 1, funcţiile (4.82.a,b) devin 
1 — 3cos(20) 
Aon?) ese 2 cos 0 


1 + 3 cos(20) 4.104) 
Won) cascos Os 
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şi conduc la următoarele expresii ale componentelor esentiale (in raport 


cu baza canonica) ale tensorului electromagnetic 


1 — 3cos(20 ig Cotto eat, 
de cde VL ) {fa eile at) + abe s =| al 


+ [b8 e Otan ae i eor 


A cA CE : 
+ [bare ers! af; peters] 
FB — u— {faziet — ie M A 
a e j67 et aN tb bg e 50] da : 
ES a (l: e 0-10 ae 39-29] — 
es on * bettin] i: 
: Ee — BR, eCo] } 
pa = —*cos0{ [alc 29 — ad ceto] + 


a 


i [Bento is bg eot] (4.105) 
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Introducând (4.105) în (4.86), rezultă 
5 Aida Xu ON 
E = "9 sin(20) Vos ce t Ves a e t= 2] TE 
ur [Beye (30 -- bă „ei: aui 
: 19 Sy bu. 
Ea = S sin(20) Cao, cte — ae te 5] an 
Bı = isin(0) Loo; ee 19 — aye 39] — 
2E [CT ED 2d bj ets) UE 
— icos(0) { [age 0 - aj c 0-89) - 
1 s : 1 
B, = "3 + 3cos(20)) { [oj e $9 + aye 6-80] as 
n [bg ceo 4 bg ere] 
1 MIT s 
|y = aÙ = 3 cos( 20)) )) (az, cX9- 20 ap aye 16780] + 
+ [bze -i(B4 30) a ba, cO à Dun (4.106) 


obtinem din (4.99) si (4.101), componentele esentiale ale vectorului 
Umov - Poynting implicat in radiaţia efectivă a modurilor (n = 0, m = 
m! = 1) a - si B - polarizate 

S( = 6sin'0cos0 la, — 8,12] 

so = 6sinl cos? 0 (lag? = Id (4.107) 


Utilizand (4:107), este foarte simplu sa calculám impulsul efectiv 


fe he S /=9 dx (4.108) 


corespunzátor campului electromagnetic, cu gauge transversal bidimen- 


1, a si 9) pe background S?*x R static. Acesta 


sional, (n = 0, m = m = 
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este 
/2 | 
Py = Mya" | in" A cos: | ea AY aC 
2 247? a if sin cos? oa] (la? = [86017] 
: 4? 
Bou PRAE qa cao ul ILIA © oo v 
P 247"a | JA sin“ 0 cos" | [lads m L2 
(4.109) 
adica 
| 48702 5, Faw. a T 
Py = matan - Wr 
48772 = y 
B rae [laz, - |] (4.110) 


unde, desigur, componentele Py, /^; ale impulsului efectiv P sunt; con- 
siderate în raport cu baza pseudo - ortonormală (4.25). 

In sfârşit, putem calcula valoarea medie in timp, notată prin HO), 
a energiei totale 


H = f wy- gd x (4.111) 
(59) 
a modurilor complementare, cu simetrie rotationalá, (4.102). In acord 
cu metoda aplicatà la studiul radiatiei efective, vom obtine, din (4.106), 
TAr) 9 Re ? ? j X 
[B]? = Ssin?(29) [af + 106117] 
r LICET Lima. i2] 
[e] = 550) [asP M] 
[uo] = 2ess*( [lads + 18417] + 2sinz(o) (lag? + I] 
10 [1 + 3cos(20)P p 5: 12 uM - 
[uc = [le + 3,2] 


(cepe = Bee pap + pe] ^ ^ en» 
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este 
| [2 | 
P., = Minn 2) 8! | «8 Tan 3.17 Euer 
2 Hira if sin” 0 cos? oo) [lai — Ld 
T 
P. a 253 | v 9 a: 3 i fy 9» A 
3 247"a if sin“ (cos: oa) [laz, ? — [2d 
(4.109) 
adica 
| 487? | ; 
Py = =a" den — l] 
4972 „| pu > 
Pa = S de — Wm (4.110) 


unde, desigur, componentele Py, [^; ale impulsului efectiv / sunt con- 
siderate în raport cu baza pseudo - ortonormală (4.25). 
In sfârşit, putem calcula valoarea medie in timp, notată prin HO, 


a energiei totale 
= f o gd (4.111) 
(59) 
a modurilor complementare, cu simetrie rotationalá, (4.102). In acord 
cu metoda aplicată la studiul radiaţiei efective, vom obține, din (4.106), 
A 9 a 9 > È. 
[my]? = $sin?(20) [ef + naut] 
9 (a2) 
[34 wipe 5 sin (26) [lo^ + 12817] 
(myr]f = 2eos2(0) [Jof + 188,17] + 2sin%(0) flail? + s 
t 1 3 S (20 P 1 3 
p Lulu [as + 165417] 


Jp = RBS hag uf] (4.112) 
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` Densitatea efectivă de energie, (4.87.b), capătă forma concretă 


(i2); ee : 
v" = Bees) [lau + s] + 13+ cos (20) [lc + pp 


(4.113) 
iar din definitia 


1 
He = mae | w (z)dz ; (cu x = cos(20)) (4.114) 


obtinem expresia completá a valorii medii in timp, a energiei campului 


electromagnetic, cu modurile (n = 0,m/— m 21, a şi 9) - polarizate, 


in Universul Einstein 


HO = eme? [las ^ + PP] + [len + ul) (4.215) 


4.3  Ecuatiile càmpului electromagnetic pe 
S? x R in formulare canonicá 


In inerea acestui capitolul, dedicat studiului câmpului electromag- 
netic, în Universul Einstein, să scriem ecuaţiile electrodinamicii într-un 
fibrat principal, cu varietatea de bază M = S? x R şi grupul structural 
abelian U(1) [8]. Rezultatele obţinute vor fi generalizate in capitolul 


următor, constituit ca o tentativă de geometrizare a principalelor surse 


materiale şi a interacțiunilor dintre acestea, în cadrul unei teorii gauge 
SU(2) x U(1), pe P Uh: 
Vom păstra aceeaşi parametrizare, 


unitate. Lucrând în baza rigidă (1.186), com 


(1.177), pentru sfera S3, de rază 
ponentele 1-formei de 
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conexiune s 4 e, i ite i 
unt (1,93) care, inlocuite in expresia generală a derivate; 


covariante a unui vector 


Vij = eV; — Mv, (4.116) 
ne conduc la 
ViVi = eV; + ea V^ (4.117) 


Tinand cont de expresiile ( 1.187), ale constantelur de structură CE, 
tensorul de curbură (Riemann), (1.63), devine 


Due m el Sy — erm HI, TUI rc", = 
= 6ma6ji6an + dmk5j46ai — ÓmiÓakÓj4 — mabasi jk + Smid; — ÓmkÓji 
(4.118) 


iar tensorul Ricci este 
H5 =A (j = 6i464j) (4.119) 


Ca si in cazul cámpurilor Yang - Mills, studiate in paragraful (3.4) 
dedicat formulării unei teorii gauge SO(3, 1) x SU(N) a câmpului Rarita 
- Schwinger, vor apare termeni suplimentari (fatá de expresiile de tip 


minkowskian), atát in tensorul cámpului electromagnetic 


Fu = eij- GAT Zear A" = 
= Fij — 2euguA (4.120) 
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cat si in expresia densităţii de lagrangeian [5] 
1 s 
Lem = qf! = (4.121) 
1 Ree eget d 
= 4 6iA; = ejAi)(e' A? — e? A5) — 
—Eaige A" (e A) — e) AT) + 2(A, A5 — A, A‘) = 
(8 Lom C eua (eS Ad > ei A’) + 2(A,A* — A, A‘) 
(4.122) 
Utilizand pentru densitatea de lagrangeian expresia covariant 
1 X Sd 
Lem = 3 (ViA; - VjA) (VA — VH A) (4.123) 
vom obtine, din ecuatiile Euler - Lagrange 
OL OL 
RW, eue). quce, - (4.124) 
; Ge OA; ; 
ecuaţiile Maxwell, fără surse, pe spaţiu - timpul S? x R 
V,FÜÓ = 0 (4.125) 
sau 
e; pS Si nt (4.126) 


Pentru a face o comparaţie între (4.125) şi ecuaţiile Maxwell pe 
Spaţiul Minkowski, să introducem câmpul electric şi câmpul magnetic, 
prin relaţiile uzuale : 


put = = A LL Ep H =1,2,3 | (4.127) 


gi ; : 
E] F” 2 P ata Eliin BU i (4.128) 


154 


Gravitatie şi Câmpuri in Universul E 


instein 
care, ţinând cont de (4.120), devin 
E, = eA = 4A, (4.129) 
şi respectiv 
B = e Oe An = 2A” (4.130) 


membrul drept al expresiei (4.129) definind rotorul câmpului vectorial 
A, pe background S? x R. 


Revenind la ecuațiile de câmp (4.125), să considerăm i = a şi avem 
egF^? + eF% = 2B° (4.131) 


de unde, utilizând (4.126,127) şi expresia rotorului (4.129), obţinem 


forma obişnuită, de tip minkowskian, 
e"e,B, — 2B* = OE? (4.132) 


sau 


(Vx B)* = &E* (4.133) 


De asemenea, pentru i = 4, rezultă 


e,F^^ = 0 (4.134) 
ae E =0 (4.135) 


In sfârşit, să facem următoarea observaţie. Rezultatele (4.125), 


(4.132) şi (4.134) sunt un caz particular al relaţiilor generale 


i i jh = 
e;FÜ = 1h (eigjr + 3g — nga) F + ea jak 
2 a (4.136) 


C. 4 i jk 
= Ree + Eh jE 
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(V x Be = &E* + Nee (4.137) 

şi respectiv 
Goa Ea (4.138) 


unde gi; şi T 5 sunt, respectiv, tensorul metric fundamental şi sim- 
bolurile Christoffel de conexiune, definite în raport cu o bază canonică 


(de coordonate). 
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EXTENSIUNEA 
GEOMETRODINAMICA 
S? x R A MODELULUI 
WEINBERG - SALAM 


5.1 Introducere 


Din timpuri imemoriabile, omul a dorit să înţeleagă forţele fundamen- 
tale din natură. De asemenea, el a încercat să explice complexitatea 
naturii cu ajutorul a cat mai puţine concepte elementare posibile. Teori- 
ile gauge tratează aceste două probleme în mod unitar: particulele ele- 
mentare (descrise prin câmpuri cuantice relativiste) sunt reprezentările 
unor operatori, corespunzând masei gravitaționale, spinului, culorii, 
aromei, sarcinii electrice etc., iar forţele exprimă interacţiunile dintre 
aceste sarcini. Obiectivul principal este acela de a unifica aceste sarcini 


(şi deci forte) într-o singură entitate, ale cărei diferite componente să 
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se poate transforma din una în alta. 


Decernarea premiului Nobel pentru fizică, în 1979, pentru elabo- 
rarea unei teorii gauge de unificare a interacțiunilor slabe cu cele elec- 
tromagnetice, a coincis cu împlinirea a aproape 100 de ani de la moartea 
lu (De Maxwell, cel care a realizat prima teorie de unificare a forţelor 
(electrice şi magnetice) şi căruia, prin completarea adusă de H. Weyl 
în cadrul primei teorii de geometrizare a câmpului electromagnetic [1], 
i se atribuie originea teoriilor gauge. Tot în 1979, s-au aniversat 100 
de ani de la naşterea lui A. Einstein, cel care a gândit, într-o viziune 
nouă, ideea unificării tuturor forţelor din natură. Cu acest prilej, A. 
Salam face un scurt istoric al dezvoltării teoriilor gauge (minkowskiene), 
menţionând confirmarea experimentală a acestora, prin descoperirea, la 
CERN, în 1973, a curenților neutri. 

Interesul pentru teoriile gauge, ca principal candidat pentru o teorie 
de unificare a tuturor interacțiunilor, A Theory of Everything, s-a mani- 
festat după publicarea, în 1954, a lucrării lui Yang şi Mills, [2], care 
leagă ideea lui Maxwell de simetria internă SU (2). 

In 1956, T.D. Lee şi C.N. Yang, [3], au semnalat violarea parităţii în 
interacţiunile nucleare slabe. Incercarea de explicare a acestei violări, în 
procese în care intervine particula neutrino, a condus la ideea simetriilor 
chirale şi la stabilirea unei legături cu masa nulă a particulei neutrino 


[4]. 


Astfel la sfârşitul deceniului şase, erau conturate următoarele idei: 


1. simetria chirală conduce la o teorie în care curentul este J = V-A 


(unde V este partea vectorială, iar A este cea axială) , 


interacţiunile slabe sunt mediate de particule intermediare grele, 


2. 
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de spin unu, descrise de teorii gauge neabeliene ; 


3. ge i i 
generarea maselor pentru aceste particule, precum gi pentru elec- 
troni şi particula p, se face prin mecanismul ruperii spontate a 
simetriei locale. care, aşa cum va demonstra It Hooft, mai târziu 


(1971), nu strică renormabilitatea acestor teorii [5]. 


Perioada 1961 - 1967:a fost decisivă pentru elaborarea unui model 
de unificare a interacțiunilor slabe cu cele electromagnetice. Erau deci 
necesare două tipuri de curenţi, care să se cupleze la câmpurile gauge 
corespunzătoare (W+, Z°, y). In 1967 (S. Weinberg [6]) si 1968 (A. 
Salam [7]) este publicatá teoria interactiunilor electroslabe, avánd ca 
grup intern pe SU(2) x U(1), cu generarea maselor pentru electroni si 
bozoni vectoriali intermediari prin mecanism Higgs. Se realizase astfel, 
o teorie gauge de unificare a interactiunilor slabe cu cele electromag- 
netice, renormabilá si a cárei confirmare experimentalá ulterioará, o va 
situa printre marile teorii ale secolului nostru. 

In paralel cu aceasta, s-a dezvoltat o teorie gauge SU (3), a interactiu- 
nilor tari (cromodinamica cuanticá), cu descoperirea indirectá a celor 
opt bozoni gauge asociati, gluonii [8]. In 1970, introducerea celui de al 
patrulea cuarc, denumit charm, solutioneazá dilema absentei curentilor 
ce violeazá stranietatea iar, incepand din 1977, (descoperirea rezonantei 
upsilon) fizica celui de al cincilea cuarc, bottom, a jucat un rol impor- 
tant in intelegerea Modelului Standard, cu trei generatii de leptoni si 
cuarci, bazat pe grupul de etalonare SU(3). x SU (2) x U(1). 

Dar, una dintre cele mai importante consecinţe ale fizicii Bees 
B, continand cuarcul bottom, o constituie dezlegarea misterului violării 


Aa : € ezonilor 
parităţii combinate C P, observat, nu numai in cence 
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K neutri [9], ci şi la mezonii B [10,11]. 
explica evolutia Universului, 
materie şi nu într- 


O intelegere a acestei violári ar 
după Big Bang, într-o lume dominată de 
una in care materia gi antimateria ar fi prezente in 
mod egal. Toate aceste rezultate, inclusiv cele legate de fizica cuarcului 
top, coroboreazá intr-o veritabilá fortá motrice a Modelului Standard, 
permitándu-i sá reziste testelor experimentale din ultima decadă. 

Deoarece atát modelul Weinberg - Salam, cát si Modelul Standard, 
au la bază o unificare triviald, fundamentată pe produsul direct al 
grupurilor de etalonare SU(2) x U(1) şi respectiv SU (3) x SU(2) x 
U (1), urmátorul pas a fost construirea unei teorii gauge cu un grup de 
etalonare unic, cu o singurá constantá de cuplaj, masele particulelor 
fiind generate printr-un mecanism adecvat de rupere spontană de sime- 
trie [12,13,14]. 

După această succintă prezentare a unui model de unificare a trei 
tipuri de interacțiuni fundamentale din natură, să ne oprim asupra 
posibilităţii includerii gravitaţiei în cadrul acestor teorii, ca un omagiu 
adus marelui A. Einstein ai cărui ultimii 35 de ani din viaţă au fost 


dedicati rezolvării următoarelor două probleme: 
1. unificarea gravitaţiei cu materia , 


2. explicarea naturii sarcinii electrice în termeni de geometrie a spaţiu 
- timpului, în acelaşi mod în care reuşise să explice natura sarcinii 


gravitaționale, în termeni de curbură spatio - temporală. 


Se naşte întrebarea : pot fi extinse teoriile gauge de unificare a 
dd ACE. de og PASS 

interacțiunilor tari şi electroslabe astfel încât sa fie inclusă şi gravitația. 
| O încercare in acest sens o constituie reactualizarea teoriilor de 


aluza - Klein (1920) de unificare a electromagnetismului cu 


cámp K 
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gravitatia în cinci dimensiuni spatio - temporale. Câmpul Maxwell 


i, introduse de a 
cincea dimensiune. Generalizarea acestor teorii se face prin conside- 


este asociat componentelor suplimentare ale curburi 


rarea simetriilor interne ca simetrii spatio-temporale ale dimensiunilor 
neobservabile. Introducerea dimensiunilor suplimentare necesită O com- 


pactificare spontană a lor, pentru a se obţine spectrul particulelor din 


teoriile Kaluza - Klein. 


Evident, în spiritul celor prezentate mai sus, prima tentativă de 
unificare a celor patru interacțiuni fundamentale ar fi cu a jutorul unui 
grup gauge unic. Din păcate, teorema Coleman - Mandula interzice 
amestecul simetriilor interne cu cele spatio - temporale [15]. Această 
teorema a putut fi ocolita prin elaborarea supersimetriei, care grupeaza, 
în cadrul aceluiaşi multiplet, atât bozoni cât şi fermioni şi oferă răspuns 
la aşa numita problemă ierarhică din cadrul teoriilor GUT (Grand Uni- 
fied Theories). Astfel, problema diagramelor cu o buclă închisă, care 
introduc divergențe in teorie, se rezolvă prin anihilarea între diagramele 
fermionice (cu semnul minus) şi cele bozonice (cu semnul plus). Super- 
simetria este privită acum ca o posibilă simetrie fundamentală, nouă, 


a naturii [16,17]. 


Mai departe, supergravitatia unifică câmpurile spinoriale cu gravitația 
şi cu alte câmpuri gauge, pe un superspatiu conţinând dimensiuni 
fermionice suplimentare. Astfel, supergravitatia simplă este teoria gauge 
a supersimetriei, particulele gauge fiind gravitonul şi partenerul său su- 
persimetric, gravitino. Supergravitatiile extinse (cu simetrie SO(8)) 


e LI L Li x i 
au acelaşi lagrangeian, în patru dimensiuni spatio - temporale, ca § 
dintre care 7 compactificate 


supergravitatia simplă in 11 dimensiuni, 
[18,19]. 
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Teoria ică i i itui 
cuantică a stringurilor [20] constituie, astăzi, principalul can- 


didat pentru realizarea unei teorii de unificare a tuturor interacțiunilor, 
deoarece permite existenţa stărilor de spin unu şi 2, corespunzătoare 
mezonilor vectoriali şi respectiv gravitonilor şi soluţionează o serie de 
probleme, cum ar fi cea a numărului mare de parametri (aproximativ 


19) introduşi, în mod arbitrar, în Modelul Standard. 


In ultimii ani, dezvoltarea spectaculoasă a teoriilor gauge prin lărgirea 
grupului de simetrie internă, extinderea algebrelor Lie la algebre Lie 
graduate, includerea gravitaţiei, creşterea numărului de dimensiuni etc., 
a condus la elaborarea unor teorii elegante care să unifice cele patru 
interacțiuni fundamentale. Deşi există convingerea cá natura detestă 
simetriile globale, supunându-se principiului gauge, totuşi nici una din- 
tre teoriile menţionate mai sus nu poate oferi o descriere perfectă a sa, 


direcţiile prezentate rămânând deschise cercetărilor viitoare. 


lată câteva dintre aceste deficiente, a căror soluţionare a condus la 
perfecţionarea continuă a teoriilor existente şi la necesitatea elaborării 
altora, noi, în efortul continuu de intlegere şi modelare a naturii, in 


toată diversitatea ei. 


Deşi Modelul Standard este capabil să descrie cu succes un volum 
enorm de date experimentale, înscriindu-se alături de electrodinamica 
cuantică, drept una dintre teoriile fundamentale ale acesui sfârşit de 
secol, totuşi el este departe de a fi perfect, lăsând neelucidate un număr 
mare de probleme, printre care amintim: natura sarcinii electrice şi 
sarcinile fractionare ale cuarcilor, ierarhizarea după mase a celor trei 
generaţii de cuarci şi leptoni, elementele matricii de amestec a tă 
numărul mare de constante introduse by hand, unele dintre acestea fiind 


legate de sectorul Higgs şi de mecanismul ruperii spontane de simetrie. 
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Teoriile GUT, cu o singurá constantá de cuplaj si un singur grup 
G ce include pe SU(3), SU(2) si U (1), oferă răspunsuri la problemele 
referitoare la cuantificarea sarcinii electrice, unghiul Weinberg, relaţia 
dintre masele cuarcilor şi leptonilor, mase diferite pentru neutrini, vio- 
larea numărului barionic. Din păcate, ele includ un număr prea mare 
de bozoni gauge suplimentari şi ignoră complet gravitația. Ideea con- 
! siderárii supersimetriei ca o noua simetrie a naturii, cu versiunea su- 
persimetricá a gravitatiei, supergravitatia, oferá marea posibilitatea de 
unificare a celor patru interactiuni. Credibilitatea acestor teorii de- 


pinde, insá, in mod crucial, de descoperirea superpartenerilor, care, din 


pácate, se lasá asteptata. 


Deoarece supergravitatia N = 1 ridică multe semne de întrebare 
legate de imposibilitatea echivalentei locale sau nerezolvarea problemei 
divergenţelor, s-a trecut la supergravitatii extinse, 1 « N < 8. Cel 
mai simplu exempul, N = 2, unifică teoria lui Maxwell cu gravitația, 
eliminând divergentele. Pentru supergravitaţiile extinse, N > 1, nu 
există metode generale de studiu, fiecare variantă prezentând, pe lângă 
avantaje, propriile deficienţe. De exemplu, pentru N = 8, simetria 
SU(8) cere un număr de 63 de câmpuri gauge. Rămân să fie deci 


eliminate, cele 35 de câmpuri suplimentare. 


Se pare că teoria stringurilor, de la naşterea căreia se vor împlini, 
în curând, 30 de ani, este cea mai aproape de realizarea unificării celor 
patru tipuri de interacțiuni fundamentale. Totuşi, stringurile pasoniee 
care oferă posibilitatea unificării gravitaţiei cu teoriile Yang - Mills, 
au două defecte: nu conţin în spectru fermioni şi presupun existenţa 


LI ee LI LI v M a i se 
particulelor nefizice, tachionii. O teorie consistentă, fără tachioni, 


poate construi într-un spaţiu - timp 26 dimensional. 
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PA cu a a e douá Vossio majore si anume, 

i: achionii şi coboară numărul de dimensiuni la 10. Teoria su- 
perstringurilor pare deci să ofere posibilitatea construirii unei teorii 
cuantice relativiste de câmp, care să rămână finită şi după includerea 
gravitaţiei, iar numărul mare de dimensiuni nu constituie o problemă 


atunci când ştim să le compactificăm până la 4. 


Nu putem afirma însă că există o legătură directă între fenomenolo- 
gia Modelului Standard şi teoria superstringurilor [21], care, de alt- 
fel, nu soluţionează nici problema găurilor negre şi a singularitatilor 
initiale din cosmologie. In plus, teoria stringurilor si superstringurilor 
ne furnizează informaţii numai la scala Planck, neputând fi deci verifi- 


cata experimental decat, eventual, indirect. 


Deşi in ultimii 20 de ani, fiecare dintre direcţiile abordate în cuprin- 
sul acestei introduceri s-a dezvoltat în mod spectaculos, deficienţele 
existente şi a căror trecere în revistă am facut-o mai sus, sunt semnale 


că problema este departe de a-şi fi găsit o soluţie satisfăcătoare. 


Revenind la problema originară a trecerii de la relativitatea specială 
la cea generală, se pune întrebarea dacă o formă modificată a teoriilor 
Yang - Mills poate realiza această trecere. Impreună cu un grup Lie 
compact semisimplu, se folosesc grupuri Lorentz omogene şi neomogene, 
care acţionează atât pe spaţiu - timp, cât şi pe câmpurile dinamice, în 
scopul construirii unor teorii gauge extinse (faţă de grupuri interne şi 


externe) pentru gravitatie si restul materiei. Printre direcţiile de abor- 


dare a acestui subiect, cele mai promițătoare, atât sub aspectul pene- 


trabilitatii ştiinţifice cât şi al elegantei şi coerentei mate- matice, sunt 
care au la bază generalizarea noţiunii de varietate diferentiabilá si 


cele 
geometrice fundamentale, definite pe aceasta, 


a câmpurilor şi obiectelor 
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prin introducerea noțiunii de fibrat principal şi fibrat vectorial 


Prin utilizarea tehnicilor uzuale de lucru cu acestea, rolul dominant 
fiind deţinut de legile de derivare şi de câmpurile geometrice esenţiale 
(metric fundamental, de curbură), s-a reuşit elaborarea unor modele 
unitare de geometrizare a câmpurilor gauge neabeliene, în prezenţa 
gravitaţiei [22,23]. Cercetările contemporane, în această direcţie, caută 
să-i desăvârşească completitudinea ştiinţifică prin includerea, în cadrul 
acestei tentative de geometrizare, a câmpurilor principalelor surse ma- 
teriale, elaborându-se modele care, în limita energiilor joase, respectă 
principiul euristic [24,25]. 

După cum am văzut pe parcursul celor patru capitole ale prezen- 
tei lucrări, alegerea variatatii spatio-temporale S° x R, pentru gene- 
ralizarea teoriilor de pe spaţiul Minkowski, pe lângă motivaţia istorică 
de a fi primul model de Univers, este deosebit de atractivă din punctul 
de vedere al simetriei sale ridicate. Aceasta permite utilizarea tehni- 
cilor din teoria grupurilor în vederea studiului câmpurilor bozonice şi 
fermionice pe această varietate. Separarea dimensiunii temporale şi 
compactificarea spaţiului tridimensional, permit aplicarea formalismu- 
lui hamiltonian pentru dezvoltarea teoriilor cuantice, prin utilizarea 


variabilelor Ashtekar [26,27]. 


In plus, D. Sen a arătat [28] că o parte din rezultatele ce nu pot fi 
obţinute direct în spaţiul minkowskian, se obţin prin trecerea la limită 
a celor de pe S? x R. De exemplu, intr-o teorie cu supersimetrie globală, 
se defineşte indicele Witten ca fiind egal cu diferenţa dintre numărul 
zonice şi fermionice. Pentru a evalua numărul de stări, teoria 
lum finit astfel încât spectrul energetic să fie 
e extinde clasa teoriilor în 


stărilor bo 
se formulează într-un vo. 
discret. Prin utilizarea varietatii S x R, s 
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care acest indice poate fi calculat, 
orice valoare a razei lui 


Minkowski. 


ie i cazul unui rezultat nenul, pentru 

; teora nu rupe supersimetria in spatiul 
= Saini după o trecere în revistă a principalelor caracteris- 
tici ale modelului interacțiunilor electroslabe, elaborat de Weinberg şi 
Salam, în spaţiu - timp plat, vom trece la formularea tetradică Lorentz 
- gauge invariantă a acestuia, în Universul Einstein. 


5.2 Modelul Weinberg - Salam în spaţiu - 
timpul Minkowski 


Teoria electroslabă unifică electrodinamica cuantică cu teoria interactiu- 
nilor slabe, la energii joase. Prezicerea curenților neutri, alături de 
alte verificări experimentale, au sporit, de-a lungul anilor, încrederea 
cercetătorilor în larga aplicabilitate a acestei teorii, deja considerată 
clasică şi dezvoltată în orice curs dedicat particulelor elementare şi 
interacțiunilor dintre acestea [29-36]. 

Menţionăm că în cadrul prezentului paragraf, metrica varietatii 


minkowskiene va fi cea înlâlnită în literatura de specialitate, adică 


nw = (1, -1,, —1, 1) 
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5.2.1  Lagrangeianul teoriei 


Interacțiunile electroslabe îşi datorează numele intensității lor. 

La energii joase, conform teoriei interacțiunilor celor patru fermioni 
(Fermi, 1934), tăria interacțiunii este determinată de constanta Fermi 
de cuplaj 

| Gr = 1,16637(2) x 10 * GeV? (5.1) 


lagrangeianul efectiv al teoriei fiind [36] 


Lef = =e + h.c. (5.2) 


curenţii fermionici incárcati, conţinând o parte leptonica şi una hadronicá 
ds = al + ds (5.3) 
cu 


Ja = Yal + Puya 
dep S mn (5.4) 


Dar, o astfel de teorie, având indicele de divergență 2, nu este 
renormabilá, divergentele neputând fi absorbite prin redefinirea con- 


stantelor de cuplaj [30]. 


Pe de altă parte, la energii înalte, contribuţia propagatorului bo- 


zonului vectorial cu masă nu mai poate fi neglijată. Deoarece raza de 


acţiune a interacțiunilor slabe este foarte mică, 
rw = 2: 10-15 cm 


roximativă a masei bozonului intermediar 


h 


rezultă următoarea valoare ap 


= 81 GeV 


mw = 


Qrrwe 
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Q D 
eea ce ar conduce la un lagrangeian de tipul 


1 
Ew = —1(8,W] — OWI (OHW — pw» + m? WIW" . (f) 


Ww 


car je renormabil, T. í 
re, de asemenea, nu este renormabil. Dar, după cum se poate demon 


stra, ruperea spontană de simetrie gi mecanismul Higgs nu strică re 


bilitatea teoriei [32]. Ideea este deci, de a se porni cu o teorie gau 


norma 


ge, cu 
campuri vectoriale nemasive, deci renormabilá, în care masele bozonilor 


intermediari să fie generate prin mecanism Higga, 

Cum atât teoria interacțiunilor electromagnetice, cât gi cea a interac- 
tiunilor slabe pot fi dezvoltate similar, ca teorii gauge faţă de diferite 
grupuri interne, apare deci posibilitatea unificării lor în cadrul unei 
teorii unice. După ce Schwinger, în 1957, a avansat; pentru prima oară 
ideea acestei unificări, S.L. Glashow (1961), S. Weinberg (1967) gi A. 
Salam (1968) construiesc modelul ce le poartă numele, având la bază 
grupul de etalonare SU(2) x U(1), şi căruia ulterior i se va demonstra 
renormabilitatea (Hooft, 1971 [5]). 

Desigur, o teorie care sá unifice cele douá interactiuni trebuie sá 
tiná cont de diferenta enormá dintre masele particulelor vectoriale ce 
le mediazá. 

Referitor la alegerea grupului de simetrie, ea se justificá astfel. 
Sarcinile asociate celor trei curenţi, care se cuplează la câmpul electro- 
magnetic, A,, şi la bozomi masivi incárcati We nu formeaza o algebra 
Lie tridimensională închisă. In concluzie, grupul de simetrie interna 
cu trei generatori, SU(2), trebuie extins, cea mai simplă combinaţie 
fiind produsul direct SU (2) x U(1). Asupra celor patru generatori, 
şi sarcina electrică Q, corespunzătoare lui U(1) 


cei ai grupului SU(2) RA 
şi a curenților la care aceştia se cuplează, vom reveni în paragrafele 


următoare. 


| 
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Odată stabilit grupul intern, densit 


atea de lagrangeian invariant 
v 
fatà de acesta va fi 


L= £A £o + £s +H La (5.6) 
unde 
m 1 i pw 1 pv 
le —4TwF = qowG (5.7) 
"cu 
E - OA E" Ai, ds gE Au; Auk (5.8) 
Gy = 0, By ay OB, (5.9) 


este lagrangeianul câmpurilor de etalonare, 
Ly = iy Du (5.10) 


este lagrangeianul local invariant al câmpurilor fermionice nemasive, £3 
este lagrangeianul câmpului scalar complex, cu simetrie ruptă spontan, 


care va juca rolul esenţial în mecanismul Higgs, iar £4 exprimă un 


cuplaj, de tip Yukawa, între scalari şi fermioni. 

Cum asupra termenilor Lz şi £3, vom reveni în secţiunile următoare 
ale acestui paragraf, să ne ocupăm acum de noţiunea de invarianță 
locală şi de câmpurile gauge ale teoriei. După cum se cunoaşte, pentru 


ca lagrangeianul Dirac uzual 
Lo = wV(in" 8, — m)v (5.11) 


să fie invariant faţă de grupul U (1) al transformărilor locale 


(5.12) 


U(a) E e (0) 
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trebui d dico 
ebuie ca nu numai cámpurile sá se transforme dupá legea 


V — pr = eile 


yop = eia(2),j (5.13) 
dar şi derivatelor lor, adică 
Dub > (Dub) = eD y, 
D, > (DV) = e^ p yj (5.14) 


Considerand, in (5.14), derivata gauge U (1) de forma uzualá 
D, = 0, -ieA, (5.15) 


unde constanta de cuplaj, e, este chiar sacrina electronului, rezultă 


următoarea lege de transformare a câmpului gauge 
| 1 
A, — AJ-—A,4 zaua (5.16) 
pentru care tensorul câmpului electromagnetic (5-9) rămâne invariant, 
adică 
But = Pup (5.17) 
avand lagrangeianul corespunzator =f Fw PHY, 
In concluzie, lagrangeianul Dirac (5.11) va fi înlocuit cu forma U (1) 


- gauge covarianta - 


> ~ lanin i 
Lp = piy” (ð, + ie Ah) E may m PF" (5.18) 


In mod analog, putem considera al alt grup intern, de aceasta data 


neabelian, de exemplu SU (2), cu elementele 


U(0) — exp Fs o) (5.19) 


| 
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trebuie ca nu numai càmpurile sá se transforme după legea 
V — p = ei), 
Vor = th} (5.13) 
dar si derivatelor lor, adică 
Did — (Dap = e 9)p,y 
Dub > (Dub = ee9p,j (5.14) 
Considerand, in (5.14), derivata gauge U(1) de forma uzuală 
D, = O,-- ieA, (5.15) 


unde constanta de cuplaj, e, este chiar sacrina electronului, rezultá 


urmátoarea lege de transformare a cámpului gauge 
1 
A, Ex A,! — A, 4 zua (5.16) 
pentru care tensorul câmpului electromagnetic (5.9) rămâne invariant, 
adică 
Fil = Fy (5.17) 


avand lagrangeianul corespunzator — Fw put 
In concluzie, lagrangeianul Dirac (5.11) va fi inlocuit cu forma U(1) 


- gauge covarianta . 


E Sisus Mes i 
£p = wi" (0, +ieA,)y — mpyp — ru (5.18) 


In mod analog, putem considera al alt grup intern, de aceasta data 


neabelian, de exemplu SU (2), cu elementele 


USE es |- io) (5.19) 


ot et ee 
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şi ai cărui generatori satisfac algebra 
E Ou det. o* 
2" 9 E ijk (5.20) 
unde ES: sunt matricile Pauli. 


Relatiile de transformare pentru functie vor fi 


yop 
y — Ji 


U (0) 
V U-'(0) (5.21) 


iar cele pentru derivate 


D, > (Dy) = U(0) 
Dg > Diy = Dau) (Gam 


Luând derivata SU(2) - gauge covariantă de forma 


— 


D, = 8, - ig A | i | (5.23) 

gasim urmátoarea lege de transformare pentru cámpurile de etalonare 
: z A us ZA pie 10,0 (6.24) 

sau, dacă scriem (5.19) în forma sa infinitezimală | 
U(0) — 1-654 + 0(02) (5.25) 


legea de transformare (5.24) devine .. 


Fy 1 : 
Aly = AS + e)50,A,; — ul (5.26) 
In expresiile de mai sus, pentru simplitate, se poate folosi notația 
ye Z, A, (5.27) 
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Corespunzător, vom găsi pent 


Ly bere On AL m 0, A, ar JEF A, Avr 


legea de transformare 


[o ri [oj -— 
3 Š Ewe 310, (5 3 Fw) y`! 


‘sau, infinitezimal 


ny = Toys aR EKO, Fv 


Lagrangeianul Dirac SU (2) - gauge invariant are expresia 


ru tensorul Yang - Mills 
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(5.28) 


(5.29) 


(5.30) 


= it One. 2 Tres es 
Lp = wey (a, -i3 A.) Y c mop ct EE E) 


cu Fi, dat de (5.28). 


In cele prezentate mai sus, am considerat douá grupuri gauge, U (1) 


şi SU (2), cu constantele de cuplaj e şi respectiv g. “Pentru fiecare grup 


simplu, cu reprezentare ireductibilă, există o singură constantă de cu- 


plaj. Dacă se consideră un produs direct de grupuri simple, de exemplu 


SU(2) x U(1), atunci teoria conţine ambele constante de cuplaj. 


5.2.2 Mecanismul Higgs 


Pentru început, să definim conceptul de simetrie ruptă spontan. 


Spunem că un hamiltonian Ho are simetria exactă dacă el rămâne 


invariant la transformarea 


Holl’ : llo, Ue SU(N) 


(5.32) 
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adică Ho comută cu U 


UHo = HoU (5.33) 


Dezvoltându-l în serii pe U şi neglijând puterile superioare ale lui 6, 
U(0) = 1 — i0"T, + O(0?) (5.34) 


găsim că invarianta lui Ho se poate exprima prin faptul că acesta co- 
mută cu generatorii (Ti) ai grupului SU(N). 

Dacă hamiltonianul H rămâne invariant faţă de transformările grupu- 
lui SU(N), dar starea de vid |0), (definită ca stare de energie minimă) 
nu mai este invariantă, atunci spunem că avem o rupere spontană de 
simetrie. In acest, caz, condiţia 


* 
Der 


U|0)  |0) (5.35) 


se scrie ca 
T;,|0) #0 (5.36) 


şi caracterizează ruperea de simetrie, fata de grupul intern SU (N). 

Putem vorbi despre o ruperea spontană a simetriei globale, caz 
în care, conform teoremei Goldstone, apar o serie de particule, fără 
masă şi fără spin, denumite bozoni Goldstone [29]. In urma ruperii 
spontane şi a simetriei locale, bozonii Goldstone sunt “înghiţiţi” de 
către câmpurile gauge, care capătă masă. Fenomenul poartă numele de 
mecanism Higgs. In situaţia în cate nu se rup toate simetriile locale, 
rămânând simetrii reziduale, numărul câmpurilor gauge masive va fi 
egal cu numărul generatorilor simetriei iniţiale minus numărul genera- 
torilor simetriei finale. 


Acesta este şi cazul modelului Weinberg - Salam. După cum vom 


i or ătoare grupului de eta- 
vedea, din cele patru câmpuri gauge corespunzătoare grup 
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lonare SU(2) x U (1) 
al patrulea (fotonul), 
rămâne fără masă. 


» trei vor căpăta masă, prin mecanism Higgs, iar 


corespunzând unei simetrii reziduale [/ (1)em, va 


In continuare, să revenim la expresia (5.6), a lagrangeianului ce 
descrie interacţiunile electroslabe şi să ne concentrăm asupra termenului 


£3. Acesta caracterizează un dublet scalar complex şi are forma 


£s = (Dyd)'(D"d) + mgg — Algio)? (5.37) 


unde derivata SU(2) x U(1) gauge - covariantă 
Os eife 
Dd Te (a, zm ig; : A, s ig.) $ (5.38) 


contine atat generatorii grupului grupului SU(2), corespunzátori izospi- 
nului, cát si generatorul lui U(1), care este în acest caz hipersarcina Y. 
Schimbarea semnului din fata termenului m?¢'¢ implică o rupere 


spontană de simetrie. Intr-adevăr, condiţia de minim a potenţialului 


OV 

T 

OV 

cuf) 5.39 
F (5.39) 


ue în evidenţă o valoare nenulá a stării de vid 
Dea TUES PRR) 
w= 0 =a()= mx 640 


unde am introdus notatia 
: p 


hes (5.41) 


SRT Ra nny ae 
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Se verifică imediat condiţia de rupere s 


SU (2) cât şi pentru U (1), deoarece 

"e 

(i) + 
l 

c? ( "d # 0 


pontana de simetrie, atat pentru 


1 
0 
r( 1 ) 250 (5.42) 
In schimb, combinatia 
1 
Q — $5 (q9-F Y) 


corespunzand sarcinii electrice si generánd o simetrie U (1)em, lasá in- 
variantá starea de vid (5.40). Deci, simetria SU (2) x U(1) se rupe dupá 
schema 


SU(2) x U(1)y — U(l)em 
teoria avand o simetrie rezidualá, fatá de grupul U (De In consecintá, 
din cele patru cámpuri gauge, trei vor cápáta masá, prin mecanism 
Higgs, iar al patrulea, fotonul, rámáne de masa nula. 


Efectuăm în lagrangeianul (5.37) translatia 
9 — $ t o 
şi obţinem * 


Au B, 331 
L; = [o (6-9) 


a 


t 


[c = gg Al = e^) (b+ tn) 
mâl do) (6 + do) — AEE doit + do)? (543) 
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i separăm | 
ŞI separám termenul liber LÌ de partea de interacţiune £/. 


Să ne focaliză atenţia, pentru început asupra părţii 
222 250 
Co o Ui. g!^v (5 30] 
3 8 (A) + (B,)? + gg! B^ Aj, 05 do + 
oy Cj 1,4304 2075] 
+ iA (WFO — Oot do) + iE (pr — orga) + 
+ G'S" + V(9t,9) (5.44) 


in care primii termeni ne vor da chiar masele bozonilor intermediari. 


Astfel, din 
2 y du P (B) + 99! B" A di d = 
= SP (apt (A) + “arat = 
| od £A! 49» T (a 5)( S, eK 9 
(5.45) 


vom obtine, dupa diagonalizarea matricii prin efectuarea rotatiei 


tang = 2 (5.46) 
g 
şi redefinirea câmpurilor de etalonare . 
| 1 1 aoa? 
Uem (A, - 1A?) 
= il 1 . 2 
W, = V2 (4 + iA?) 
Zu = A cosÜü — B, sin@ 
A, = Asin0 + B,cosÓ, (5.47) 


urmatorii termeni de masa: 


1 
T = MEI + 5 MEZ 2" 
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unde am introdus notatiile 


g 
2 2\,,2 
g +gl)v 
M2 = il (5.50) 


In ceea ce priveste potentialul scalar V(¢',¢), acesta poate fi scris 
= Abd — dido)? (5.51) 


sau, prin exprimare dubletului scalar complex sub forma urmatoarelor 


combinaţii de câmpuri reale 


_ 1 (^i) 
= +, ( d (5.52) 
E: A 

V = TH+ + + = v) (5.53) 


Pentru punerea în evidenţă a bozonilor Goldstone şi explicarea meca- 
nismului Higgs, vom introduce câmpurile - 
w* = ya! — 12) 
= foaia : 
dh. = vti io) 
zb = dy 
H = $3—v » (5.54) 
şi îl'vom aduce pe (5.53) la forma. 
V = atu” + 292° e H? + 2H)? | (5.55) 
aay aga cum era de aşteptat, lagr angeianul ales avand simetria (id 


ruptá spontan, in model au apárut particule fără masă şi fără spin, n 
tate cu wF, 20 şi denumite bozoni Goldstone. Aceştia vor fi suit 
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de i * ^ TAN 
cele trei campuri de etalonare, corespunzand simetriilor locale rupte, 
care capătă masele (5.49.50) 


Invers, 


presupunând cunoscută masa bozonilori WE si scotándu-l 
pe v? din (5.49) ca fiind 
M: 
av AME 
g? 
putem estima masa aproximativă a scalarului Higgs (considerând cu- 
plajul goldstonilor la scalarul Higgs X/4 2 1) 


= (246 Gev)?, (5.56) 


My = 2V2v = 700 GeV (5.57) 


Descoperirea experimentală a scalarului Higgs ar oferi o mai bună 
înţelegere a mecanismului ruperii spontane de simetrie, constituind. de 
asemenea, o strălucită confirmare a modelului Weinberg - Salam. 

Revenind. la. expresia (5.44), observăm o serie de termeni mixti, 
de tipul A,,0“¢ si B,,O"¢, ce trebuie eliminaţi datorită imposibilității 
existenţei unui cuplaj între câmpurile de etalonare şi scalarul ¢ prin 
ik". 


Pentru aceasta, vom modifica conditia de etalonare de tip Lorentz 
ff = 3B" = 0 


la conditiile e 
f = 3B" + igt = (dido — dod) (5.58) 


gi respectiv 


à ^ Oi Qj ,N 
fi = Bud + ige (9s - 44) (5.59) 
şi vom adăuga în lagrangeianul teoriei un termen de tipul 
| db are ge 5.60) 
Des E acl ( 
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de cele trei câmpuri de etalonare, corespunzând simetriilor locale rupte, 
care capătă masele (5.49-50). 
Invers, presupunând cunoscută masa bozonilori W şi scotandu-l 
pe v? din (5.49) ca fiind 
1. 4M3, 


VW = 
g? 


= (246 GeV)? , (5.56) 


putem estima masa aproximativă a scalarului Higgs (considerând cu- 
plajul goldstonilor la scalarul Higgs 4/4 = 1) 


My = 2v2v z 700 GeV (5.57) 


Descoperirea experimentală a scalarului Higgs ar oferi o mai bună 
înţelegere a mecanismului ruperii spontane de simetrie, constituind de 
asemenea, o strălucită confirmare a modelului Weinberg - Salam. 

Revenind. la. expresia (5.44), observăm o serie de termeni mixti, 
de tipul 4,0" 9 si B "h, ce trebuie eliminaţi datorită imposibilității 
existenţei unui cuplaj între câmpurile de etalonare şi scalarul ó prin 
ikt. 


Pentru aceasta, vom modifica condiția de etalonare de tip Lorentz 


f = 0,B = 0 
la condițiile 
f = OLBE + igh, È (dido— pip) (5:58) 
gi respectiv x 
Ji = QA! + ige (rio - Ge) (5.59) 
gi vom adauga in lagrangeianul teoriei un termen de tipul 
Tia bagi a ig (5.60) 


Gravitatie si Campuri in Universul Einstein 
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O explicaţie mai amplă asupra necesităţii introducerii unui astfel de 


termen fiind in afara scopului acestei cărţi, vom recomanda cititorului 
lucrările lui R.P. Feynman (1963) [37], B.S.. DeWitt (1967) [38], L.D. 
Fadeev gi V.N. Popov (1967) [39], în: care este complet rezolvată pro- 
blema cuantificării câmpurilor de etalonare, prin metoda integralei de 


drum. 


In ceea ce ne priveşte, să analizăm ce alţi termeni, pe lângă cei ce au 


rolul de a elimina; produsele mixte, nefizice, de tipul 4,0" 9, mai apar 


în (5:60). Constantăm astfel următoarele combinaţii: 


© termenii — z (0,47)? — ac (0,B")? se adaugă lagrangeianului 
câmpurilor vectoriale masive. De exemplu, pentru un câmp: vec- 


torial masiv B}, lagrangeianul va: contine următorii: termeni 


E fe : I 
£y = — (0,8, 9, B) (9 B -8 BY) +> MB, B^ — ag "Bp? 
(5.61) 


conducând la ecuaţia: de camp: 
Po e 
GP — HK + 99 + M J Bu = Lj (5:62) 

ce pune in evidenţă expresia renormabil& a propagatorului, într- 


un: etalon £ oarecare;. 


f dE stool a 1 
iB (kh) = -i (a = O- Og ea) P Ns à 
5.6 


e Ceilalţi termeni 


gatus — Aia) a. FE fata — die) EA 
ES (pd Mao) + g (vd dle) 
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in care scriem dubletul scalar sub forma 


zl dtp 
cu p si Ç dati de (5.52), formează combinaţiile 


Adăugând şi termenii cinetici corespunzători câmpurilor scalare, 


2 
resi (C = 2p — Ce ze + 
ze g^? 25/2402 
D e-o |, =< P prp E gp — 1 
1 H 
- deg (64 + #3) - semi (5.66) | 


din (5.44), obţine lagrangeianul particulelor fictive gi, go si Ga, 
denumite would - be Goldstone, de forma 


1 1 1 
Lin = 29.10 i t 3 p20" p> + 20.020 $» — 
ca Sul Ps il 
= DEM — DEM — EMi (657) 
conducând la propagatorii 
1 
k? —6€Mg +ie 
pentru fi si fo şi la : 
k? — EM2 + ie 
pentru $4. In ceea ce priveşte, câmpul scalar real notat cu $s, : 
acesta corespunde bozonului Higgs, de masă mV2 ‘si are propa- i 
gatorul | 


i 
k? — 2m? + te 
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5.2.3 Fermionii în modelul Weinberg - Salam 


Să ne ocupăm, în cele ce urmează, de termenul £; din lagrangeianul 
modelului interacțiunilor electroslabe. Acesta descrie sectorul fermionic 
şi este dat de relaţia (5.10) cu derivata covariantá de tipul (5.38). Uti- 
lizând reprezentarea matricile y 


OSTEN 
Yo SA I 0 
ec 0 —Oi 
Yi n oA 0; 0 


^fs 770717273 (5.68) 


şi despicând funcţia de undă in partea left-handed şi cea right-handed, 


adică 
V = VL UR 
Vn = 5 — 399 | 
br = Law (5.69) 


termenii de tipul wn, cuprinzand un sector leptonic si unul hadronic, 
(5.3), vor avea, la rândul lor, o parte left-handed, corespunzătoare 


dubletilor 


È = ( 4) ,cui=1,3 (5.70) 
e 
L 
cu hipersarcina Y = —1 şi respectiv 
qi = ( 2 ) :iou. E JERI (5.71) 
s U 


cu hipersarcina Y = 1 gio parte right-handed, pentru singletii ek, Uk» die 


exu 
cu hipersarcinile Y (eg) = —2, Y (ur) = $, Y (dg) = —s: 
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Tinand cont de toate acestea 


şi înlocuind pe Al, A2, A3, B, din 
(5.47), vom separa, în (5.10) cur 


n 
; termenul de interacţiune de tipul £; = 
gJ A" într-o parte left-handed 


wie LA Die 
Lu = aya (1 = yo ww + EVAN (1 — w)o- YW; - 


T RTT 
= po sin bu — yA, + 


9 Tu P QUE 
T 4 cos Oy yy" (1 — ^s) (cos? Oyo? — PEL Ow cos OwY wvZ, 


(5.72) 
gi una right-handed 


Tee ee 1 7 
Lir = 297 sin Q^" (1-- 45)YVZ, + -g!cosÜwvy"(1 + %5)Y VA, 


4 
(5.73) 
unde am introdus notatiile 


1 01 
04 = a (nt î02) X k 2) 
PEE 0 0 
SEI 3 (01 - î02) = (i B (5.74) 


Lagrangeianul total de interactiune este suma termenilor anteriori, 
adica pi 
L = za = yo yW] + apr — p)o-W + 

e 050 gps) (Sie) A, + 

+ Hees jr +%5)YWAy + 


= Gl a aice gu 
g ^(1 — ^ (co? Owa? — = sin Ay cos 222 vZ, 
Ta cUm (1 — 45) dun 


gl ae Ow Joy" (a + yY VZ, . ; (5.75) 


eni tere cz 
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Particularizând expresia de mai sus pentru dubletul leptonic, vom 
obţine următoarele tipuri de termeni: 


© gwicy"(1 — ys)eW,t + h.c. 
e —|eléy"eA,, 


e. ioo, Per" (1 — 75) ve Zu 


e dono, CI sin? Oy — 1+ 4)eZ,, 
iar pentru sectorul cuarcilor 
© gw" (1— 45)aW* + h.c. 


e 2|e|u"uA, — 1e|d"dA, 


e =! — ay" (1 — $ sin? Ow — %) uZ, 


4cosÜw 
e Ld (c1 + 1 sin? Oy + Y) áZ, E 


4cos Ow 


unde am notat cu |e| modulul sarcinii electronului. 


i 


5.3 Interactiuni electroslabe in formulare 
tetradica Lorentz - gauge invariantă 


Scopul acestui paragraf este formularea unei teorii SO(3,1) x SU (2) x 


U(1) - gauge invariantă şi obţinerea sistemului de ecuaţii Dirac - Klein 
- Gordon - Maxwell - Yang - Mills, pe spaţiu - timpul S? x R [40,41]. 
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Particularizând expresia de mai sus pentru dubletul leptonic, vom 


obţine următoarele tipuri de termeni: 
© 9wiey(1 — ys)eW,t + h.c. 
e —|eley"eA, 
r eT Ve (1 — ve Z,, 


° Tao ETA sin? Oy — 1+ 5 )eZp 


iar pentru sectorul cuarcilor 
* gwuy"(1 — y5)dW,t + h.c. 


e ZjejăyuA, — d\eldy“dA, 


Y 4 cos Ow uy" (1 P $ sin? Ow — 35) UL y, 
© ata i" (-1 + 4 sin? Ow + 35) aZ, 


4cos Ow 


unde am notat; cu |e| modulul sarcinii electronului. 


5.3 Interactiuni electroslabe în formulare 
tetradică Lorentz - gauge invariantă 


Scopul acestui paragraf este formularea unei teorii SO(3,1) x SU(2) x 


U(1) - gauge invariantă şi obţinerea sistemului de ecuaţii Dirac - Klein 
- Gordon - Maxwell - Yang - Mills, pe spaţiu - timpul S? x R [40,41]. 
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Pentru si : in câ 
u sistemul format din campuri bozonice si fermionice, vom 


PM de la densitatea totali de lagrangeian, invariantá fatá de grupul 
intern G x U(1), de forma 


L = Lid] + £[v] + LIA] + LIA) + £; (5.76) 
unde 
Lid] = (D°4)'Dad + M?gig (5.77) 
si 
Cl] = 5 [P Dup - Dabyw] + mi (8) 


descriu respectiv câmpul scalar masiv, de masă M, şi câmpul Dirac de 


masă m, termenii 


1 
LIA“) = plies tas (5.79) 
şi 
1 
LIA] = ghar (5.80) 


corespund campurilor Yang - Mills si Maxwell, iar ultimul termen din 
(5.76) exprimă un cuplaj, de tip curent - curent, între scalari şi fermioni. 
Considerând acum G ca fiind un grup Lie simplu, a cărui generatori 

satisfac algebra 
[Ta T,] m if lo (5.81) 


scriem derivatele covariante sub forma 


> 
+ 


Dap = da — igALTuÓ — icAad (5.82) 
(Dap)! = gf, + ig! T, AK + dept A, (5.83) 
Day pa + Ta — igAST, V — te Aa (5.84) 
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şi conjugata sa hermitică, unde'cuplajul minimal al câmpurilor mate- 
riale la spaţiul - timp'curb s-a realizat în acord cu invarianta 50(3,1) 
şi cu principiul echivalentei'in formulare locală [42,43]. 

Tensorii Yang-Mills si "electromagnetic, asociaţi grupului G şi res- 
pectiv lui U(1), sunt de forma 


Fu = Aa + Up Ag AŞ (5.85) 
Fon = Appia] (5.86) 


unde : este derivata 'covatiantă Levi - Civita, iar | | exprimă anti- 
simetrizarea (fără factorul 1/2). 
Ecuațiile 'Euler - Lagrange asociate lui (5.76) sunt : 


- pentru sectorul scalar 


'T 78€ OL on 
Da Een = O (5.87) 


şi conjugata sa hermitica, 
- pentru sectorul spinorial 


| Ot Jj AE. 
ao eee cd Ge amie 5.88 
De lao] dy Sd 


şi conjugata sa hermitica, 


- pentru cámpurile de etalonare 


gi 
VOLH i FOL a (5.90) 
0A, OA 


a 


SA 
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Acestea capata forma tetradic SO(3, 1) x G x U(1) 


D,(D*à) — M?g 
(Daw) + my 


- gauge covariantá 


I 


2h(yoy y) Dad Je hpr ad (5.91) 
-h[9 (D$) = (Dad)'9hp (5.92) 


şi conjugatele lor hermitice, şi respectiv 


DV, = IPY Tu) — igi T (Dod) — (Dad) 'T,d]-- — (5.93) 
+ igh($'T,,)(dyatb) 
Fag = eta) — ie[pt(Dad) — (Dad)'d] + ieh($'d)(drav) 


(5.94) 


5.4 Teorii gauge SU(2) x U(1) în Universul 
Einstein | 


Vom alege pentru sfera $, de rază unitate, aceeaşi parametrizare şi 
vom lucra cu tetradul pseudo - ortonormal, (1.180, 184), satisfăcând 


relaţiile de comutatori 
lea, e] = Dec = 24 aec , CU E1234 = —1 
şi cu coeficienţii esentiali ai conexiunii Levi - Civita 
Date = Eabc4 


Teoria dezvoltata mai sus, în formulare Lorentz - gauge covarianta, 
are avantajul că poate fi materializată in cazul unor grupuri Lie de 
importanţă fizică, cum ar fi: SU(2), SU(3) sau SU(2) x U(1). 
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In cele ce urmează, vom exemplifica sistemul de ecuaţii Klein - Gor- 
don - Dirac - Maxwell - Yang - Mills, la cazul grupului SU (2) x U(1), 
esenţial pentru teoria interacțiunilor electroslabe, pentru care constan- 


tele de structură fog, sunt chiar 


Sapo = Eapo (5.95) 
Tinând cont de sau şi înlocuind pe 
p ME (5.96) 
în ecuaţiile (5.91-94), cu derivatele covariante (5.82-84), vom obţine : 
pa 


(i) pentru câmpul scalar, cuplat minimal la câmpurile de etalonare, pe 


varietatea S? x R 
9" ba — [M?+ eA, A^ + 49° ALATÓ = 
2 |nr) Fie? + igAt | at (Mr) 
2h(by*w) lie + igh sp + 2egA" Aust tt zl $ 


(5.97) 


(ii) pentru câmpurile spinoriale 


Ppa + mp + 5160) - igy as p -ieY Aw = 


= -hf [øe 44] - rgd aia - 2ieġ' Aad} ^ 
(5.98) 
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iii ii i 
(iii) ecuaţiile Yang-Mills cu surse materiale, pentru grupul intern SU(2) 


9° Acie — 2&,4,4'* — 4(A, — 64A,) = 

ted yap — iehd! (yap) + 

+ ie (tbe = 419) — 24" (ig A; SE + ieAa) d 
(5.99) 


(iv) ecuatiile de tip Maxwell, cu surse materiale, pe varietatea spatio 
- temporală S? x R 
lè 
—Abja + 2€sareAl +4(Apa — 6244) + 29 fap Aj, AP + 
+ gfuap Ap Aa + 39fuap A" AP Eaa — 


) - e [As - ALAS] = 
= 399 (ta, Eo în (6 tona - 4,586) - 
— Zeg E 6A, — 3906A +igh (HEG) (Grad) 


(5.100) 


Prin comparaţie cu sistemul de ecuaţii prezentat in paragraful prece- 


dent, dedicat modelului Weinberg - Salam, acesta îl generalizează, conti- iq 
nând un număr mare de termeni suplimentari, datorati cuplajului mi- | 


nimal al cámpurilor materiale la spatiu - timpul SCR: 
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